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I . I n t r o d u c t i o n  

Tout bibliothecaire sait que ses rayons, accessibles ou non au public. sont 
encombres par des ouvrages qui ne sont jamais demandes. II peut presumer qu'ils 
ne repondent pas, ou plus, aux besoins des usagers, et qu'ils sont inutiles ou 
inutilisables. Ils le sont en effet le plus souvent, les ouvrages documentaires parce 
qu'ils contiennent des informations depassees, les ouvrages de fiction parce qu'ils 
ne repondent plus aux imperatifs de la mode ou de Vactualite et que la publicite et 
les mass-media ont cesse de les promouvoir. 

Les accroissements des bibliotheques ne peuvent se developper de fagon 
indefmie. Ils sont soumis a des contraintes d'ordre commercial (disponibilites sur 
le marche de la librairie), d'ordre budgetaire, d'ordre intellectuel (vocation et 
niveau de la bibliotheque, qualite des utilisateurs). IIs trouvent aussi leurs limites 
dans la capacite de stockage des batiments. 

" / /  e s t  p lus  a i se  d 'amasser  tous  l e s  l i v res  que  de  les  abreger  e t  de  l e s  cho i s i r" .  
Pres de deux siecles plus tard, Alfred Sauvy faisait. non sans malice, echo a cette 
reflexion de Louis de Lacretelle Egalement eprouvants sont les metiers de 
conservateurs et de revolutionnaires, car dans les deux cas, la difficulte est de 
savoir que detruire et que conserver". La question n'a en effet guere progresse 
depuis le dix-huitieme siecle, et la pratique bibliotheconomique n'y a pas encore 
apporte de reponse satisfaisante. 

Pour gerer leurs stocks, les bibliothecaires qualifies s'en remettent souvent a un 
empirisme raisonne qui peut se reveler efficace. Mais c'est parce que les 
evaluations jouent un rdle important dans la prise de decision, qu'il est apparu 
souhaitable au fil des ans d'eIaboreP des outils, appeles indicateurs, destines a 
fonder les jugements sur des donnees observables, verifiables et controlables. En 
particulier, les indicateurs bibliometriques prennent en compte les aspects 
quantitatifs des processus de production, de diffusion et de 1'utilisation de 
1'information enregistree. Ils permettent de degager des tendances concernant la 
circulation des livres ou des periodiques, le comportement des lecteurs, le nombre 
de citations, etc...Par Vobservation des frequences d'evenements appelees 
generalement distributions bibliometriques, de nombreux chercheurs en Science 
de Vinformation ont tente, a 1'aide de Voutil statistique, d'ajuster au mieux ces 
courbes par des modeles theoriques. 
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La methode de Morse est une technique de micro-evaluation. Elle mesure une des 
activites les plus importantes des bibliotheques, le pret des ouvrages, et donne des 
indications sur 1'ensemble de la circulation des volumes par categorie etudiee. 
Elle permet ainsi d'evaluer 1'efficacite de la politique d'acquisilion 

Bien que le modele de Morse ne presente pas de difficultes majeures si l'on se 
limite a la simple application de la methode, son approche theorique est 
relativement complexe. 

L'etude exposee dans ce memoire a donc pour objectif Vanalyse des fondements 
theoriques du modele de Morse, Vexplicitation de ses principaux resultats et de 
ses implications. On etudiera egalement les modifications ulterieures qui ont ete 
apportees au modele afin d'ameliorer sa fiabilite. 



-> 
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I I .  P r o b l e m a t i q  u e  d e  l a  c i r e u l a t i o n  d e  
I f  i n f o r m a t i o n  

. Bibliometrie, scientometrie, infometrie 

La caracteristique de la bibliometrie est d'etablir des etudes de publications sur 
des donnees quantitatives et non plus simplement subjectives. Ces donnees 
quantitatives sont calculees a partir de comptage statistiques de publications ou 
d'elements extraits de ces publications. 

On attribue a Pritchard [PRIT69] 1'invention du terme bibliometrie qu'il a 
propose en remplacement de son ancienne designation, bibliographie 
statistique, qui pouvait preter a confusion et etre interpretee comme une 
bibliographie sur la statistique.il a defini la bibliometrie comme etant 

"1'application de methodes mathematiques et statistiques aux livres et aia 
medias de communication". 

Cette defmition de Pritchard ne donne aucune indication sur la fmalite de la 
bibliometrie. A 1'epoque, son application s'inserait dans le domaine de la gestion 
des bibliotheques comme le montre la definition qu'en a donne Raising en 1962 
[RAIS62] alors qu'elle etait encore connue sous le nom de bibliographie 
statistique: 

"l'assemblage et l'interpretation de statistiques relatives aux livres et aia 
periodiques...pour demontrer des mouvements historiques, pour determiner 
l'utilisation par la recherche nationale et universelle des livres et des 
journaux, et pour s'assurer dans de nombreuses situations locales de 
l'utilisation des livres et des journaux". 

Depuis, la bibliometrie a fortement repousse son application au-dela des 
frontieres de la bibliotheconomie. Hawkins [HAWK77] plus recemment definit 
la bibliometrie comme "les analvses quantitatives des caracteristiques 
bibliographiques d'un corps de litterature". Mais par cette definition, une des 
activites de la bibliometrie n'est pas prise en compte : 1'etude de la circulation des 
donnees. 

Un autre terme, la scientometrie. est apparu parallelement a celui de 
bibliometrie. 11 est originaire d'un terme russe sigmfiant 1'application de methodes 
quantitatives pour 1'histoire des sciences (Dobrov & Korennoi 1969 [DOBR69]). 



4 

Tandis que la bibliometrie aurait pour objet les livres ou les revues scientifiques 
et pour objectif les activites de commumcation de Vinformation, la scientometne 
aurait pour objet les aspects quantitatifs de la creation. diffusion et utilisation de 
Vinformation scientifique et technique et pour objectif la comprehension des 
mecanismes de la recherche comme activite sociale, 

Donc la bibliometrie regrouperait les methodes d'aide a la gestion des 
bibliotheques et la scientometrie rechercherait les lois qui regissent la science 
d'ou son appellation "science de la science" par Price. 

Un troisieme terme Vinfometrie serait le terme generique embrassant 
bibliometrie et scientometrie. Sa definition est bien plus large : Vinfometrie est 
Vapplication des modeles et des methodes mathematiques et statistiques de faQon 
a degager des lois relatives a Vinformation scientifique et technique. 

Les differentes specialites que Von trouve en bibliometrie peuvent etre decoupees 
selon la liste donnee par H. Rostaing [ROST93]: 

O modelisation de distributions bibliometriques (lois Bradford, Lotka et 
Zipf et des notions sur Vavantage du cumul) 

O indicateurs univaries (mesures quantitatives basees sur des calculs de 
ratio) 

O indicateurs relationneis (analyses statistiques descriptives des relations 
entre les elements etudies et qui donnent des indications plus 
qualitatives) 

O analyse bibliometrique des brevets (applications des methodes 
bibliometriques aux references brevets) 

O modelisation mathematique de la circulation des livres (lois sur la 
diffusion et la communication des ouvrages) 

Le dernier point fait Vobjet de notre etude : par Velaboration d'indicateurs de 
tendance. les modeles appliques a la circulation des ouvrages dans une 
bibliotheque servent a l'analyse previsionnelle de la demande et interessent les 
gestionnaires des SID (Systemes dlnformation Documentaire). En effet, les 
bibliotheques ne peuvent souvent s'autoriser qu'une croissance limitee de leur 
fonds. Seule une politique active de desherbage des collections peut reussir a 
endiguer le deferlement de publications de ces dernieres decennies. Le manque 
de place n'est pas la seule raison pour laquelle un bibliothecaire souhaite 



"desherber" : laisser en rayon des livres peu ou pas reclames peut deprecier une 
collection en la rendant madequate a la demande. 

Bien entendu. comme le precise B. Richter [RICH92], la revision cntique des 
collections n'a pas a etre pratiquee dans toutes les bibliotheques. La Bibliotheque 
Nationale ne saurait l'envisager sans manquer a sa mission statutaire. 11 en va de 
meme pour les fonds regionaux et locaux des bibliotheques municipales qui 
assurent la collecte et la conservation des documents interessant leur zone 
geographique d'activite. L'elimination apparait, en revanche, indispensable dans 
les bibliotheques au service de la recherche theonque ou appliquee. dans les 
centres de documentation orientes vers la pratique, dans les bibliotheques 
d'enseignement, dans le fonds de vulgarisation des bibliotheques publiques. 

Depuis les annees 1960, un certain nombre de methodes scientifiques de gestion 
des collections [BERT90] ont ete proposees et testees. essentiellement dans les 
pays anglo-saxons dont elles sont souvent originaires. Des mathematiciens et 
specialistes dont Morse, Burrell, Egghe, Rousseau, ont cherche a concevoir des 
modeles qui rendent compte a la fois de 1'obsolescence qui affecte les collections 
et des phenomenes de regam de popularite (ou resurgence) qui peuvent toucher 
certains livres. De plus, ces modeles doivent pouvoir s'appliquer a tous les tvpes 
de bibliotheques pendant que la valeur des parametres utilises differe d'une 
biliotheque a 1'autre. Les chercheurs ont montre que le cntere le plus fiable etait 
1'utilisation passee d'un document (frequence des prets. des consultations sur 
place; mesure du temps en rayon). Des approches privilegiant, soit le sujet de 
1'ouvrage. soit l'age de Vinformation fournie (date d'edition de la publication 
originale. date d'acquisition de Vouvrage) ont ete rejetees car beaucoup moins 
fiables. 

i 
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B. Obsolescertce, memoire et resurgence 

C'est le triptyque-cle d'une analyse bibliometrique de la demarlde, celui qui inscrit 
la problematique d'un modele a saisir un phenomene aussi divers et aleatoire que 
peut etre la vie d'un ouvrage. 

L obsolescence marque le declin de la demande relative a un ouvrage, a mesure 
que le temps passe depuis son edition (ou sa mise en circulation dans une 
bibliotheque donnee). C'est un phenomene general qui affecte la plupart des 
ouvrages -le cas des "classiques" pouvant etre considere comme marginal-. 
R.Ducasse [DUCA78] precise que, selon la terminologie de Buckland, 
1'observation de 1'obsolescence peut etre effectuee a deux niveaux: 

— le niveau diachronique, qui consiste a analyser sur une longue periode 
la tendance de Vevolution de la demande relative a un ouvrage donne; 
dans la majorite des cas, cette evolution connait une regression 
exponentielle negative dont le coefficient est plus ou moins eleve selon 
le poids de certains facteurs determinants comme 1'auteur, la langue, la 
discipline ou le genre. 

— le niveau synchronique, qui consiste a analyser, a un moment donne, 
non plus Vevolution mais la structure de la demande selon 1'age des 
documents. Ajustes par des distributions theoriques, les resultats 
experimentaux traduisent habituellement le fait que les ouvrages les plus 
anciens (dix ans ou plus) forment les effectifs relatifs les plus faibles. 

La prise en compte par le gestionnaire d'un fonds documentaire du phenomene 
d'obsolescence est interessante a plus d'un titre. Les parametres de regression sont 
des indicateurs du vieillissement des eollections et de 1'oubli dans lequel tombent 
certains titres.De plus la mesure de Vobsolescence est essentielle a Vappreciation 
objective de 1'etat actuel de la circulation d'un ouvrage (ou d'une categorie) par 
rapport a sa circulation passee et sa circulation attendue. 

Malheureusement,en s'appuyant sur des methodes trop rigides qui accordent a 
toutes les valeurs passees le meme poids, la mesure de Vobsolescence est un 
pietre outil de prevision a court terme ; on dira qu'elle manque de memoire 
immediate. 

Ce concept de memoire immediate est tres important en matiere de prevision. En 
effet,parmi les nombreuses procedures d'analyse de donnees necessitant un 
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ensemble de valeurs passees de grande dimension, rares sont celles qui 
parviennent, ainsi le lissage exponentiel, a accorder aux valeurs recentes une 
preponderance suffisante pour determiner avec une fiabilite acceptable la valeur 
que prendra la variable dans un futur immediat. On pourrait dire en se plagant au 
temps t„ qu'elles donnent generalement a la valeur initiale obtenue au temps tQ la 
meme importance qu'a la valeur obtenue au temps t-1. 

Or. en toute hypothese. ll est probable que la correlation entre les valeurs pnses 
au temps t et au temps t-1 soit plus forte que celle qui pourrait exister entre to et 
t. surtout si 1'intervalle [tQ, t] est grand. 

II s'agit donc desormais de rechercher une methode d'analyse qui integre la valeur 
que prend la variable au temps t-1 avec tout son poids. Cette methode, compte 
tenu de ce qui precede, serait aussi la seule a permettre la mise en evidence, en 
temps importun, d'un phenomene de resurgence. La resurgence correspond au 
cas ou la valeur de la variable rompt de maniere indiscutable avec ses valeurs 
precedentes -qu'elles soient appreciees en termes de tendance ou de moyenne-.Un 
tel phenomene etant somme toute assez frequent, un ouvrage pouvant pour des 
raisons tres diverse etre soudainement tres demande ou au contraire delaisse, 
nous verrons qu'un processus aleatoire, dit de Markov, est a meme den rendre 
compte de fa$on tout a fait satisfaisante. 



[ I I I .  L e  m  o d e l e  m a r k o v i e n  d e  M o r s e  

Circulation des livres et processus de Markov 

l.Observation empirique de frequenees de circulation 

Presente pour la premiere fois dans Librarv Effectiveness [MORS68], ouvrage 
fondamental paru en 1968, le modele markovien de Morse est generalement 
considere par les specialistes anglo-saxons comme le point de depart des 
applications de la recherche operationnelle a la gestion des systemes 
d'information de type bibliotheque. Parmi les etudes presentees jusqu'alors, le 
modele de Morse s'imposait comme le seul modele probabiliste approprie a la 
circulation des livres. 

Le modele markovien de Morse est base sur Vobservation experimentale, pendant 
une longue periode, de la circulation d'une serie d'ouvrages tires au hasard, 
operation qui met en avant les phenomenes d'obsolescence et de resurgence dont 
nous avons parle precedemment. 

Morse a releve dans un tableau (tableau 3.1) les donnees relatives a la circulation 
annuelle de quatre ouvrages A, B, C, D, tel que les chiffres de chaque ligne 
representent le nombre d'emprunts annuel sur 25 annees successives 

4 

tablcau 3.1: Chroniques de la circulation annuelle de 4 ouvrages A,B,C,D appartenant a 
la bibliotheque scientifique du iMIT (MORS68, p.86| 

Ouvrage A 8 5 3 3 1 2 0 2 2 2 1 1 0  1 1  3 2 3 0 1 2 0 1 1 0  
Ouvrage B 4 10 11 12 4 03 2 2 2 10 0  1 0 0 2  1 1 0 0 0  
Ouvrage C 2  1 0 0 0  0 13 43 3 4 5 3 0 0 3  1 2 0  1 0  1 0 0  
Ouvrage D 1 0  1 0 0  1 0 0  0 0  1 1 1 0  1  0  1 0 0 0  0 0 0 0 0  

Morse analyse sommairement ces chroniques en notant qu'en depit d'une 
tendance generale a la baisse, elles evoluent de maniere fort differente; la 
representation graphique du tableau 3.1 (voir figures 3. let 3.2) permet de mettre 
en evidence ces disparites : 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

annee 

figure 3.1: courbes de circulation des ouvrages A et B 

Les chroniques des ouvrages A et B decroissent au fur et a mesure que le temps 
s'ecoule, ce qui est le cas de la plupart des ouvrages. Bien que la circulation 
annuelle presente d'indeniables fluctuations (on peut observer une alternance de 
pics d'obsolescence et de resurgence), 1'aspect general est celui d'une tendance 
decroissante. 

Le cas de 1'ouvrage C est plus complexe et ne se rencontre qu'occasionnellement. 
Le livre connait un regam d'interet apres 8 ans passes en rayon, ainsi que cela 
arrive parfois a des monographies citees dans tel ou tel programme 
universitaire.Le taux de circulation decroit ensuite de fa?on similaire aux 
ouvrages A et B. 

Quant a la chronique D, elle voit succeder a un demarrage tres faible une penode 
de 8 annees durant laquelle Vouvrage est a nouveau sollicite -mais reste 
cependant peu reclame-, pour rechuter ensuite de ta^on apparemment inexorable. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

figure 3.2: courbes de circulation des ouvrages C et D 
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Cest dans la mesure oii de telles distributions seront ajustees de faQon 
satisfaisante, tant du point de vue des donnees observees que de leur structure, 
que l'on admettra la validite du modele markovien. 

2. Hvpotheses du modele 

Le modele de Morse repose sur trois hypotheses fondamentales: 

• On suppose que la circulation des ouvrages est un processus aleatoire. 
Autrement dit, 1'emprunt de livres dans une bibliotheque est le resultat d'un 
grand nombre d'occurrences aleatoires. Le comportement de tout usager, ou le 
taux d'utilisation d'un livre donne ne peuvent etre predits avec certitude. Rien 
ne permet d'affirmer que tel livre sera emprunte sept fois 1'annee suivante, 
tandis que tel autre ne sera pas emprunte du tout. Neanmoins, il est possible 
de predire le comportement moven d'une classe1 de livres, la precision de cette 
prediction etant proportionnelle au nombre d'ouvrages de la classe consideree 

• En moyenne, la circulation des ouvrages decroit exponentiellement avec 
le temps. Cette hypothese a ete tiree des etudes de Trueswell dans College 
and Research Libraries [True64] et de Fussler et Simon [Fuss61]. 

• II existe une correlation entre 1'utilisation d'un livre pendant une periode 
donnee et son utilisation pendant la periode suivante. En d autres termes, 
bien qu'en moyenne la circulation d'un livre decroisse exponentiellement 
d'annee en annee, il y a beaucoup d'exceptions : des livres restes en rayon 
depuis plusieurs annees peuvent devenir brusquement populaire. Des qu'un 
livre devient populaire, sa circulation future se comporte des lors comme s'il 
1'avait toujours ete. De meme , si un livre connait une baisse soudaine de 
popularite, sa circulation future sera la meme que s'il avait toujours ete 
dedaigne. 

Certains modeles appliques aux operations de bibiliotheque s'averent, malgre leur 
fondement theorique, inutilement compliques et trop orientes sur les 
mathematiques, ce qui les rend difficiles d'acces aux bibliothecaires. Cest 
pourquoi Morse indique dans son article du Library Quarterly [MORS72] qu'il 
prefere utiliser un modele necessitant peu de donnees, mais pouvant conduire a 

'on desiune par "classe" ou "categorie" un ensemble d'ouvrages possedant une caractenstique commune qui peut 
etre par exemple . la matiere (chimie, physique, informatique ...), 1'indice de classification Dewev , la date de mise 
en circuiation... 
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une erreur de 25%, plutot qu'un modele plus fiable mais necessitant des annees-
homme de travail pour son implantation: 

"Puisque notre etude porte sur une grande quantite de livres,* notre position doit 
plutdt etre celle d'une compagnie d'assurance qui peut perdre sur quelques cas 
mais doit gagner sur l'ensemble2." 

3.Flux poissonien d'evenements 

Puisque par hypothese la demande d'ouvrage est un processus aleatoire, on peut 
Vapprocher par une loi de Poisson. En effet, on dit qu'un processus temporel est 
un processus de Poisson s'il represente Vapparition d'evenements aleatoires 
Ei, E2, ...,En, etc., satisfaisant aux 3 conditions suivantes3: 

1. La loi du nombre d'evenements N arrivant dans l'intervalle {t0; to+T} ne 
dependque de T. Si T^l on notera X 1'esperance-dite "cadence"- de cette 
loi. 

l .Les  temps  d 'a t t en te  E h  E2,...,En sont des variables independantes 
(processus sans memoire). 

3. Deux evenements ne peuvent arriver simultanement. 

t 0  E  E  E n  t 0 + T  
i  i 1  i  1—i  

figure 3.3 

Dans le cas du processus de demande d'ouvrage, un evenement est represente par 
Vemprunt d'un livre. Sachant qu'un nleme livre ne peut faire Vobjet que d'un seul 
pret a la fois et que les durees (temps d'attente) separant deux prets consecutifs 
ne sont pas dependantes, les conditions 2 et 3 sont remplies. Quant a la premiere 
condition il est evident que la loi de demande d'ouvrage va dependre de la 
longueur T de Vintervalle de temps considere et non de Vinstant initial to . 

-Philip M. Morse fMORS72,p.20] 

'pour un developpement theorique voir le chapitre V "Notions eiementaires sur ies processus aleato.res"dans 
Vouvrage Probabilites, Analy.se Jes donnees ei Statistiqne de Saporta [SAP090, p. 109]] 
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La demande d'ouvrage peut donc s'approcher par un processus poissomen; ll 
s'ensuit que le nombre cTevenements se produisant pendant une periode de 
duree T fixee suit une loi de Poisson de parametre A.T : 

Donc la probabilite d'avoir n evenements (ou n demandes)pendant l'intervalle T 
est: 

Pn(T)=(XT)n/ni exp(-^T) (3.1) 

ou XT est le nombre moyen d'evenements realises dans cet intervalle de temps 
Quant a 1'intervalle de temps D qui separe deux demandes consecutives 
Ei, Ej+idans un processus poissonien, la probabilite qu'il soit compns entre t et 
t+dt est egale au produit de la probabilite qu'il ne survienne aucune demande 
jusqu'a t, par la probabilite qu'il s'en produise une durant dt. D'ou 

P(t<D<t+dt)=P0(t). P i (dt) 

=exp(-A.t).(A,dt)exp(A.dt) 

Si dt est infiniment petit, exp(-/d) ~ 1-A.t, et (A.dt)2 ~ 0,donc 

P(t<D<t+dt)=A.exp(-A.t)dt (3.2) | 

expression d'une loi exponentielle de moyenne 1/X (temps moyen separant deux 
demandes consecutives). 

4.Processus de Markov 
t 

Afin de prendre en compte la correlation qui existe entre les circulations de deux 
annees consecutives, on doit inserer une memoire dans ce processus aleatoire. Le 
processus de Markov est le plus simple processus stochastique qui rende 
compte d'une telle dependance temporelle. 

Dans un processus markovien, 1'etat d'un systeme a une periode donnee n'est 
determine que par son etat a la periode precedente . L'information apportee par 
les etats anterieurs est entierement contenue dans la connaissance de 1 etat le plus 
recent.( wXnnexe A) 



Un tel processus est base sur 1'estimation de la matrice [Tmnj des probabilites 
de transition.Cette matrice a pour terme general la probabilite'conditionnelle 

Tmn= "Probabilite qu'un ouvrage circuie n fois pendant l'annee t+1 sachant qu'il a 
circule m fois durant 1'annee t" 

Morse fait Vhypothese que la distribution des ouvrages empruntes sur deux 
annees s'inscrit dans un processus de Markov homogene d'ordre 1. Plus 
precisement. il suppose que Tmn prend la forme suivante, 

Tmn = (a+Bm)n e-(a+Pm) (3.3) 
n! 

probabilite conditionnelle d'une loi de Poisson de moyenne a+(3m et qui satisfait 
la condition de normalisation : 

E n=0 
Tmn= (3.4) 

On peut utiliser Vequation (3.3) pour calculer la quantite N(m), qui est le nombre 
moyen de circulations durant 1'annee t+l, sachant qu'il y a eu m circulations 
durant 1'annee t. Nous obtenons, en utilisant Vequation (3.3) 

X 

N(m) = X nTmn 
n=0 

= a+(3m (35) 

Cela signifie que la circulation moyenne d'une classe de livres durant Vannee t+1 
depend uniquement de sa circulation durant Vannee t precedente. La circulation 
moyenne de la (t+l)-eme annee, N(m), ne depend explicitement m de Vage de 
Vouvrage, ni de sa circulation durant les annees precedant la t-ieme annee. 
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Les parametres a et 13 sont a determiner4 pour chaque classe de livres etudiee : 

•a mesure la valeur de la circulation moyenne eventuellement atteinte par 
les ouvrages les plus anciens de la classe consideree. 

• v 

•P mesure la diminution de "popularite" d'un livre d'une annee sur l'autre 

Generalement |3 reste constant durant toute la duree de vie d'un ouvrage tandis 
que a diminue legerement avec le temps (voir tableau 3.2).Le parametre (3 peut 
etre tres inferieur a 1'unite et se situe habitv :llement entre 0,2 et 0,8. Le parametre 
a peut etre superieur a l'unite mais est generalement compris entre 0,3 et 0,7 

Morse notait en 1972 [MORS72] que "les donnees recueillies jusqu'a present 
montrent que p reste en gros constant pendant 10 a 20 ans tandis que a tombe 
aux 2/3 de sa valeur apres 10 a 20 ans de vie du livre a la bibliotheque".Nous 
verrons en fait au chapitre V que le parametre a decroit lineairement avec le 
temps quand il est calcule sur de tres grands echantillons de donnees. Mais 
comme la majorite des etudes realisees jusqu'a present n'ont porte que sur des 
ensembles de donnees restreints (faute de moyens de calcul puissants) on peut 
admettre Vaffirmation de Morse ainsi que les resultats qui vont suivre.il etait 
d'ailleurs dans Vobjectif de Morse de limiter au maximum le recueil des donnees. 

Tableau 3.2: parametres de Markov pour differentes classes de livres [MORS68, p,107| 

P • a a a 
Class All First About About 

of Book * Years 4 Years 8th Year 12th Yeai 

Biology 0.45 0.4 0.3 0.2 
Chemistry 0.5 0.6 0.5 0.3 
Engineering 0.7 i 0.3 0.2 0.1 
Geology 0.2 0.4 0.2 0.1 
Mathematics 0.6 0.3 0.25 0.2 
Metallurgy 0.7 0.3 0.25 0.2 
Physics 0.6 0.5 0.4 0.3 
All Classes 0.5 0.4 0.25 0.15 

4Les diverses methodes de calcul des parametres a et P sont exposees au chapitreV 
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5.La relation lineaire N(m)=g+Bm 

Nous allons maintenant expliciter le processus experimental utilise pour obtenir 
la relation N(m)=a+|3m (3.5). II est d'abord necessaire de definir les quantites 
que l'on peut tirer de 1'observation des circulations d'ouvrages sur deux annees 
successives (cf. tableau 3.3 page suivante). Afin d'illustrer les relations existant 
entre ces diverses quantites, quelques donnees experimentales et theoriques 
relevees dans la these de Chen [CHEN76] sont presentees dans le tableau 3.4, 
qui represente la circulation de la classe WM (psychiatrie) des livres qui ont ete 
retournes a la bibliotheque Countway de 1'Universite d'Harvard pendant le mois 
de Janvier 1973. Les donnees sont relatives aux circulations de M=560 ouvrages, 
observees durant les annees 1972, 1973. 

En ce qui concerne le recueil des donnees Morse a specifie que 1'on peut obtenir 
une precision suffisante en examinant quelques centaines de fiches de pret d'une 
classe de livres donnee. Les fiches examinees doivent etre selectionnees a partir 
d'un echantillonage au hasard : par exemple tous les deux livres, ou tous les trente 
livres si l'on veut couvrir tous les rayonnages occupes par la classe consideree et 
si l'on veut que 1'echantillon comporte plusieurs centaines de fiches. II n'est pas 
necessaire d'etudier toutes les classes le meme mois. 

Tableau 3.4 : Valeurs de M(m), iNmn, et N(m) pour differentes valeurs de m et n 
[CHEN76, p.!4| 

m M(  nl )  
1 y tt n •Y(m)  The o -

n  =  0  1  2  3  4  f )  6  7  8  9  10  11  2  rv t i c a l  

0  91  2 2  26  17  13  9  2  0  1  0  0  1  0  0  1  78  1.58 
/ y  29 23 12 1 \ 0 0 0  0 u 0 0  

1  109  2 2  33  22  1C  C  7  2  0  0  0  0  0  1 .8 7  1.95 
/ 5 30 29 19 9 6 3 / 0  0 0 0  0 

2  116  1  5  32  22  2 2  1G 3  1  1  1  0  0  0  0  2 .24  2.31 
11 26 30 23 13 6 2 0 0  0  0  0  0  

3  H3  8  18  1 ! )  20  1  1  •>  3  1  1  0  0  0  0  2 i  r> 2.6S 
. i ir 20 IS 12 <; ' )  1 II i) i) u  0 

4  7 3  5  7  18  1 5  12  10  1  2  2  1  0  0  0  3 .16  3.05 
3 10 16 16 12 7  3 / 0  0 0  u  0 

5  32  • 2  3  4  8  6  2  1  1  2  3  0  0  0  3 .91  3.-11 
1 3 6 6 5  •1 2 / 0  0  0 0 0  

6  22  1  2 5  I  9  1  0  2  0  0  1  0 0  3 .64  3. 7t> 
0 l 3 1 •1 3 2 / 0  0  0 0 0  

7  9  0  3  2  0  1  2  0  0  1  0  0  0  0  3 . 22  •1.11 
0 0 / / 1 / / 0  0  0 0  0 0  

8  14  0 3  1  0  2  2  2  1  0  0  0  1 4 . 93  1.51 
u 0 / • )  • )  2 / 1 0  0 0  0  0  

9 -13  11  
M =  560  



tableau 3.3 : liste des effectifs experimentaux et theoriques 

Jotation definition Eflectif 
experimenta/ theorique 

Nmn 
Nombre d'ouvrages ayant circulc m fois 
durant 1'annee t, ct n fois durant 1'annee 
t+1 
> 

IST 11 mn Nmn =Me(m)Tmn 

xn 
Nombre d'ouvrages ayan! circule n fois 
pendant 1'annee t +1 

x» =Yn° 
n 1 mn 

m>0 
Xn=5]Nmn 

m>0 

M(m) Nombre d'ouvrages ayant circule m fois 
pendant 1'annee t 

n>0 
M(m)=XNmn 

n>0 

M Nombre total d'ouvrages d'une classe M=XMe(m) 
m>0 

-

N(m) 
Nombre moyen de circulations durant 
1'annee t+1 sachant que 1'ouvrage a 
circule m fois durant 1'annee t 

N°(m)=[1/Me(m)]EnN'mn 
n>0 

N(m)=EnTmn 
n>0 
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Le tableau 3.4 donne a la fois les resultats experimentaux et theoriques de Nmn 

et N(m) (les donnees theoriques sont en italiques). 

Si l'on trace sur un graphe les valeurs de N°(m) (valeurs experimentales) en 
fonction de m (cf. figure 3.4) pour le couple d'annees 1971-1972, on s'aper9oit 
que l'on peut tracer une droite qui ajuste au mieux le nuage de points. Ceci 
prouve graphiquement que la relation existant entre N(m) et m est une fonction 
lineaire, qui peut donc se formuler par Vequation (3.5) 

N(m)=a+(3m 

o 
r—i 

a - 1.581 

d - 0.366 co 

H 

( N  

O 
6 0 1 2 3  7 8 C 9 10 11 12 13 

Figure 3.4 : Circulation moyenne N(m) pour 1'annee t+1 en fonction de la circulation m 
de 1'annee t precedente (donnees du tableau 3.4) 

Dans Vexemple donne ci-dessus, les valeurs de a et (3 trouvees par la methode 
des moindres carres ponderes5 etaient respectivement 1,581 et 0,366. Une fois 
connues les valeurs de a et (3, et etant donne m, on peut aisement calculer les 
valeurs theoriques de N(m) en utilisant Vequation (3.5) : N(m)=a+Pm. Une 
comparaison des valeurs experimentales et theoriques de N(m) du tableau 3.4 
semble montrer que 1'equation (3.5) permet de faire une bonne approximation. 

5voir chap. V, methodes de calcul 
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B. Prevision de la circulation future 

1. Circulation movenne d'une collection 

Une fois calculees les valeurs de a et p de 1'evolution des prets en fonction du 
temps pour une categorie determinee de livres dans une bibliotheque donnee, on 
peut en deduire un grand nombre de renseignements sur les prets des livres de 
cette categorie . Le modele de Markov nous permet de prevoir la valeur de la 
circulation moyenne, R(t+1), pour la meme collection durant 1'annee a venir 
(t+1), en fonction de la valeur observee R(t) pour 1'annee ecoulee et de celles des 
parametres a et p qui restent pratiquement constantes durant plusieurs annees 
(aussi longtemps que la composition ou 1'emplacement de la collection ne sont 
pas radicalement modifies). 

Dans 1'article Measures of Library Effectiveness [MORS72], Morse donne le 
resultat suivant s'appliquant a une collection determinee de livres (sans 
adionction de livres nouveaux): 

La circulation moyenne d'une collection durant 1'annee t+1 est liee a la 
circulation moyenne de 1'annee precedente t par la formule : 

R(t+l)=cc+pR(t) (3.6) 

On peut proposer la demonstration suivante de ce resultat: 

• Si un livre d'une classe donnee a circule m fois pendant une annee t, 
alors sa circulation moyenne theorique durant 1'annee t+1 sera d'apres 
1'equation (3.5) 

N(m)=a+Pm 

Ce qui peut encore s'ecrire, en utilisant les notations du tableau 3.3 

[ 1 /M°(m)] En N^ = a+pm V m > 0 
n>0 

avec M0(m)=ZN°mn 
n>0 
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En multipliant 1'equation precedente par Vexpression de M°(m), on 
obtient 1'expression de Ia circulation totale pour 1'annee t+I des livres 
ayant circule m fois pendant 1'annee t: 

• J 

Zn Nmn = aXN°mn + PrnZN°mn ; 
n>0 n>0 n>0 

En effectuant ensuite une sommation d'indice m, on obtiendra la 
circulation totale estimee d' une classe de livres pour 1'annee t+1 

(Xn Nmn) aX (XN mn) Pj^L/ (XmN mn) 
m>0 n>0 m>0 n>0 m>0 n>0 

Pour avoir la circulation moyenne de cette classe de livres, on doit 
diviser la circulation totale par le nombre d'ouvrages de la classe, c'est-

a-dire par M=XiM°(m) 
m>0 

=£ (IN°J 
m>0 n>0 

On arrive fmalement a la relation 

0/M)Z (En Nmn) = a+ (l/M).pZ (EmN0^) 
m>0 n>0 m>0 n>0 

ce qui est bien 1'expression de la relation (3.6) 

R(t+l)=a+PR(t) t • 

Notons que si la relation (3.5) implique la relation (3.6), la reciproque 
(3.6)=>(3.5), par contre, n'est pas vraie. 

Si le parametre p est de peu inferieur a 1'unite, la circulation moyenne durant 
1'annee t+1 sera inferieure de tres peu a celle de l'annee passee. Mais si P est tres 
inferieur a 1'unite, la circulation moyenne chutera considerablement au cours des 
premieres annees de vie du livres. 
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Si les parametres a et (3 sont supposes constants au cours des annees et si l'on 
fixe une origine des temps a t=l, alors d'apres la relation (3.6) la circulation 
moyenne d'une classe de livres a la date t=2 sera 

R(2)=a+PR(1) 

Durant ia troisieme annee, cette merne classe aura comme circulation 
moyenne,toujours d'apres 1'equation (3.6) 

R(3)=a+PR(2) 

=a+P[a+pR(l)] 

=a(l+p)+p2 R(l) 

En raisonnant par iterations successives, on obtiendra pour la (t+l)eme annee la 
circulation moyenne 

R(t+1) = a( 1+p+p2+. . . +pt-i) + ptR(l) 

R(t+l)= «(MO + P1 R(D (3.7) 
l-p 

Comme pt- exp[-t ln^P"1)] si P>0, on peut encore ecrire (3.7) sous la 
forme 

R(t+1)= a/(i.p) + [R( 1) - a/(1 -p)] pt 

R(t+1)= «/(l-P) + [R(l) - a/(l-P)].exp[-t ln(p i)] (3.8) 

Ces relations nous permettent donc d'estimer la circulation moyenne d'une 
classe d'ouvrages a 1'instant t+1 connaissant la circulation moyenne a 1'instant 
1. 

La fonction t->R(t+l) decroit exponentiellement si 0<p<l et si 
R( 1 )-a/( 1 -P)>0, autrement dit si 

R(l)>a+PR(1) 

soit R(1)>R(2) 



21 

Sous ces conditions, 1'equation (3.8) montre que la circulation des ouvrages 
decroit exponentiellement avec le temps comme le formulait la deuxieme 
hypothese fondamentale du modele. 

Bien que la circulation moyenne d'une serie donnee de livres ctecroisse avec le 
temps il s'avere cependant que dans beaucoup de bibliotheques elle reste 
passablement constante parce que les volumes anciens sont en permanence 
remplaces par des livres nouveaux davantage demandes. Par consequent, on 
peut admettre, comme le suggere Morse, que les chiffres R, la circulation 
moyenne de 1'ensemble des volumes d'une classe, et C, la fraction active6 de 
cette classe, sont plus ou moins independants du temps. Ce qui change, c'est le 
total des livres de la classe. 

La circulation moyenne R, et la fraction active, C, des nouveaux livres peuvent 
etre obtenues des donnees concernant les livres mis en rayon depuis moins de 
deux ans. Ces quantites permettent de mesurer 1'efficacite de la politique 
d'achat. C'est cette distinction qu'a faite Simon Cane lors de la mise en place 
du modele de Morse a la bibliotheque de lecture publique d'Autun [CANE87]: 

"La  mise  en  oeuvre  de  ce t t e  equa t ion  [equation 3.6] suppose que Von distingue 
le comportement des nouveautes, les volumes acquis depuis moins de deux 
ans, et celui des volumes disponibles depuis au moins deux ans, les ouvrages 
"anciens"....En ce qui concerne les nouveautes on effectue les mesures C et R 
qui constituent des indicateurs de la politique d'acquisition. Sur les volumes 
anciens on effectue les memes mesures afin de connaitre le pourcentage de 
volumes actifs et le taux de rotation pour Vensemble des volumes de chaque 
categorie et de pouvoir comparer ces indicateurs a ceux des nouveautes.Les 
donnees sur Vensemble des volumes permettent d'effectuer des previsions sur 
le comportement de la classe etudiee....Le calcul de a et p s'effectue 
uniquement a partir des mesures du comportement des anciens volumes." 

2.1nfluence du temps sur la circulation 

Si a et (3 demeurent constants durant la duree de vie des ouvrages, alors 
1'equation (3.7) peut predire la circulation moyenne de cette classe de livres 
pour 1'annee t ou t+1. Neanmoins, les resultats experimentaux montrent 
clairement que a diminue lentement avec le temps. Apres T annees, la valeur 

6La fraction active represente la proportion de livres qui ont circule au moins une fois pendant 1'annee 
consideree.On trouvera son expression au chap VI "Les distributions geometriques" (§ B) 
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de a se changera en a', et la circulation moyenne pour 1'annee t+1 (t>T) sera 

• j 

R(t+1) = l/(l_p) |a' + (a-a ')(3t-T+i- apt |  +  pt  R(i) (3.9) 

• Demonstration : si pendant T annees la valeur de a ne varie pas. 
la circulation moyenne pour 1'annee T d'une classe de livres sera 
d'apres la relation (3.7) 

R(T) = a( N£r-i) + pT-i R(i) 
1-P 

A partir de 1'annee T+1 la valeur de a se change en a'. Donc la 
circulation moyenne de 1'annee T+1 peut s'ecrire en fonction de celle 
de 1'annee T 

R(T+I) = a'+PR(T) d'apres (3.6) 

= a'+p [a(HT-l) + PT"' R(l)] 
1-P 

De meme la circulation moyenne de 1'annee T+2 s'ecrira 

R(T+2) = a'+PR(T+l) 

= a'+P (a'+P [a/(i_p) ( 1-P7"1) + P7"1 R(D]) 

= (1+P)a' + ap2.( l-pT-i)/(1_p) + pT+i R(l) 

Et 1'on obtient comme circulation moyenne pour 1'annee T+3 

R(T+3) = a'+PR(T+2) 

= a'+p(l+p)a' + ap3-( 1-pT-i)/(i_p) + pT+2 R(i) 

= a'(l+p+p2)+ap3/(i_p) - ap3+T-1/(i_p)+PT+2 R(l) 

= a'( 1 -p3)/( i „p)+ap3/( i -p)-ap3+T-1 /(i .p)+pT+2R( 1) 

= a'/(i-p)-a'p3/( i -p)+aP3/( i-p)-ap3+T"V( 1 -p)+F"2R( 1) 
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R(T+3) = a'/( i _p)+(a-a')p3/( 1 -(3)-«P3+T" V( 1 -p)+PT+2R(1) 

On en deduit que la circulation moyenne pour 1'annee T+n (n>l) 
s'ecrit 

R(T+n) = a'/(i _p )+(a-a')Pn/ (i _p)-aPn+T"1 /(i -p)+Pn+T'1 R( 1) 

II suffit ensuite de poser T+n=t+l , de remplacer dans la relation 
precedente, n par t-T+1, et n+T-1 par t, pour obtenir la relation (3.9) 

R(t+1) = l/(i_p) [a' + (a-a')pt-T+i-apt] + pt R(l) • 

=^>valeur asvmptotique: Les formules (3.8) et (3.9) montrent que la circulation 
moyenne d'une collection tend, lorsque t->co, vers une valeur constante 
a/(i_p),ou a'/(i_p), (si p<l).Le parametre p mesure la rapidite avec laquelle 

le taux de circulation approche a/(i_p),ou a'/(i_p). 

Morse a releve en 1962 dans la collection de la bibliotheque du MIT les 
circulations relatives a diverses classes s de livres, d'effectif Ns. Les circulations 
d'une centaine de livres de chaque classe ont ete analysees pour obtenir les 
valeurs approchees as et Ps de chaque classe de livres (voir tableau 3.5) En 
multipliant chaque as par Ns, en sommant et en divisant par N, le nombre total 
de livres de la collection, on a obtenu les valeurs moyennes de a et p7 (a=0.40 et 
P = 0.49) pour toute la collection 

Tableau 3.5 : Parametres de circulatioii pour differentes classes de livres [MORS68,p.95J 

Class s N, <*« P. N.a, N f .  

General Science and Engineering 1400 0.30 0.70 420 980 
Mathematics 4900 0.30 0.60 1470 2940 
Physics 3700 0.50 0.60 1850 2220 
Chemistry 2800 0.60 0.50 1680 1400 
Geology 6700 0.45 0.20 3020 1340 
Biology 5000 0.40 0.45 2000 2250 
Metaliurgy, Food Technology 3500 0.20 0.70 700 2450 

M = 28000 11140 13580 

7Les parametres de markov d'une collection peuvent se calculer a 1'aide des parametres des diverses classes de la 
collection, grace aux proprietes baycentriques (voir chap. V §A,2) 
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Nous pouvons tirer de ce tableau les observations suivantes: si l'on suppose que 
a's (valeur de as apres T annees) est proportionnelle a as, on peut constater que 
les livres de geologie perdent de leur popularite au bout de deux ans (car ps est 
petit), et tendront rapidment a etre empruntes en moyenne une fois tous les deux 
ans (a = 0,45; 1-0 = 0,8; 0,45/0,8 = 0,56). 

Les livres de mathematiques, par contre, ne perdent que lentement leur popularite 
initiale (|3 = 0,6), mais seront finalement empruntes moins d'une fois par an, 
puisque a = 0,3 et a/( 1 -(3) e 0,7. 

Les livres de chimie et de physique demeurent populaires relativement longtemps 
(p > 0,5) et leur taux de circulation tendra a etre plutot eleve puisque a/(l-|3)>l 

3.Conclusion 

II est bien clair que 1'utilisation du modele de Markov pour prevoir la circulation 
future de livres particuliers n'est valable qu'en moyenne. Comme dans toutes les 
situations particulieres, la pertinence varie considerablement d'un cas a 1'autre ; 
certains livres depassent la prevision, d'autres restent en deca. Cependant une 
politique basee sur cette evaluation est la meilleure qu'on puisse entreprendre, en 
moyenne, si l'on considere combien les presentes donnees ont un grand degre de 
variabilite. 

Sauf si des informations supplementaires relatives a 1'usage futur d'un ouvrage 
particulier (son utilisation dans une classe, par exemple) s'averaient utilisables, 
les previsions tirees de 1'utilisation dutmodele constitue la meilleure base possible 
pour prendre une decision. Le modele permet egalement d'evaluer quelles 
chances la circulation d'un livre a d'etre superieure ou inferieure aux previsions, 
si cela est necessaire a la prise de decisions. 

On pourra trouver dans les ecrits de Morse des calculs supplementaires pour 
estimer 1'interet d'acheter d'un exemplaire supplementaire [MORS72, p. 19] ou de 
mettre en reserve une partie du fonds [MORS68, Chap.8] 
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I V .  S t a t i o n n a r i t e  

A. Les probabilites de transition 

Si l'on designe par Xt la variable qui represente le nombre de circulations 
pendant 1'annee t d'un groupe de livres donne, on sait, d'apres Vhypothese de 
Morse, que le nombre de circulation Xt+i pendant 1'annee t+1, sachant que 
Xt = m, suit une loi de Poisson de moyenne a+pm. Et l'on notera 

(Xt+i /Xt = m) ->P (a+Pm) 

La probabilite conditionnelle Tmn, deflnie dans la section III (equation 3.3), peut 
s'ecrire a 1'aide de ces notations: 

Tmn = "probabilite que X(+ / =n sachant X(=m" 

= P(Xt+i= n /Xt = m) 

= (a+Bm)n e_(a+Pm) (4.1) 
n! 

et la moyenne conditionnelle N(m) definie en (3.6) s'ecrira sous la forme 

N(m)= "Esperance de X{+ j sachant que X=m" 
= E(X,+i/Xt = m) 

= £n P(Xt+i= n /Xt = m)' 
II 

= a+(3m (4.2) 

A partir de Vequation (4.1), on peut predire le comportement futur de la 
circulation. Par exemple, pour les livres qui ont eu m circulations pendant une 
annee t donnee, la probabilite qu'ils aient n circulations pendant 1'annee t+1 
suivante est Tmn, comme le donne Vequation (4.1); et la probabilite que 1'un 
d'entre eux circule n fois durant Vannee t+2 est 

T2mn = Tm0T0„ +TmiTln+Tm2T2„+ 
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= e™2a[ an e™Pm + (a+Bm)(a+f3)n e~(m+1 )P +(a+!3m)2(a+B)n e"(m+')(3. . .] 
n! 1! n! 2! n! 

Plus generalement, la probabilite qu'un ouvrage circule n fois pendant 
1'annee t0+t sachant qu'il a circule m fois pendant 1'annee t0 est independante 
de to et s'exprime a 1'aide de la formule de Chapman-Kolmogorov de la faQon 
suivante: 

TW= P(Xt=iVXto=m) 

TW ETT-smkTSk„ 
k 

= Tt-sm0TSkn+Tt-smkTSkn+Tt-smkTSkn+ . . . (4.3) 

ou s est un entier quelconque (0<s<t).La probabilite Tmn citee precedemment se 
notera Tlmn dans la formule (4.3). Les elements Ttmn peuvent se ranger dans 
une matrice de transition notee [Ttmn].On trouvera dans Vappendice de Library 
Effectiveness [MORS68] les matrices [Ttmn] pour differentes valeurs de a, p et 
de t. 

B.Stationnarite d'une collection 

Une des proprietes inherentes au processus de Markov est qu'a mesure que le 
temps s'ecoule, une collection de livres tend a "oublier" quelle etait sa circulation 
initiale.On peut constater (voir Tableau 4.1) que lorsque t augmente, les lignes de 
la matrice [Ttmn] sont de plus en plus semblables En d'autres termes la 
probabilite conditionnelle Ttmn devient de moins en moins dependante de la 
circulation initiale m lorsque t croit. Finalement, on a le resultat suivant: 

quand t—T^mn—^Pri^ (4.4) 

ce qui signifle que la collection a atteint un etat dit stationnaire. A ce moment, 
chaque ouvrage de la collection a la meme distribution de probabilite, 
independamment de sa circulation initiale, ce qui se traduit par Vegalite des lignes 
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Library Effectiveness (cf Tableau 4.1). Elles representent les distributions finales 
de la circulation des vieilles collections. 

AHf tSDI  X 
P  -  0  .5 ; a  =  <  • 6  

n «  0  1 2  3 4 5 6 7 - j  9  _ . 

X 

. ^ 9  • }2Q .099 .020 .  003 

I mn 

1  .566 .201 .074 .020 .005 .001 -

- .202 .323 • 25S .133 .055 .019 .005 .001 -

.12? .257 .270 .139 .  094 .042 .015 .  004 .001 -

- .13} .251 .213 .  14 1 .074 .0J2 .012 .  >04 .  0 '  1 -

.140 .216 .224 .173 .  107 .056 .025 .010 .  >"5 .  
n .:^7 .ogs .  177 .212 .191 .133 .09} .042 .019 V  c  

? ."17 .063 .159 .190 .195 .160 .109 .064 .0}} .015 . 
S .;:-10 . 'W6 .106 .163 .199 • 173 • 132 .097 .050 ."26 
'•A .031 .079 .155 .172 .175 .149 .  109 .•">69 .03'- .  2-

.  ' V %  .  021 .oss .  103 .152 .170 
P2 

.153 .  127 ."99 c. "r-

.359 .152 .053 .016 
Sn 

.00!) .001 -

1 .352 .H5 .Osl .031 .011 .00} .001 -

2 . 2 9 2  .517 .203 .107 .0<t7 .019 . 007 .002 .0)1 -

\ • 2^ .1 .297 .222 .129 .064 . 029 .012 .004 .002 .001 _ 

u .197 „274 .229 .149 .  092 .">40 .019 .007 .  00} . • > 0 1  _ 

c .  1-S.? .  250 .250 .  164 .osm .052 .025 .011 .005 .002 . -
o .153 .225 .227 .175 .115 . '»5 .  0}4 .016 .007 . 0"'1 

7  .109 .202 .220 .192 .127 .  077 .04} .022 .010 • ' '  y • . 1  

5 .  " 9 1  .179 .210 .137 . 133 .090 .052 .023 .'"•14 .  17 ,  "  - £  

9 .  07- .153 .199 .139 .147 .  101 .  062 .  0}5 .019 
10 . " 6 1  .159 .1% .136 .15" .  111 

„4 
.072 .04} .024 .  ""12 '  1 

0  .  570 .330 .177 .077 .050 
*mn 

.011 .004 .001 _ 

1 .35^ .326 .132 .09} .0)4 .01} .005 .002 . 001 -

2 .JtO .322 .137 .  039 .059 .015 .006 . 002 . 001 -

i  .31* .192 .095 ..0*2 .017 .007 .00} .0-1 -

a .M2 .313 .196 .  100 .046 .020 .008 .00; .001 . ' > 0 1  -

S .299 .509 .199 .105 .050 .022 .009 .004 .002 . 0 -1 -

6  ,  2-Sn .  304 .202 .111 .054 .025 .011 . 0 )4 .002 .  1 -

? .275 .299 .205 .116 .053 . 0 2 7  .012 .  0U5 .  002 . O M  -

u. .2-3 .294 .20? .120 .062 . 0 5 0  .014 .006 .003 . 0 0 1  -

9 .252 .239 .209 .125 .  066 .0)2 .015 .00? .00} • 001 

10 .2ul .234 .211 .129 .  070 .035 .017 .009 .003 . " 0 1  .  

all .  352 .325 .133 . 0 3 4  

Q D  iteady state, P 

.055 .013 .005 .002 .001 _ 

Tableau 4.1:Matrices [T1,,,,,] , pour differentes valeurs de t, avec a et (3 fixes 
(extrait de 1'appendice de Library Effectiveness [MORS68J) 
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On se propose de demontrer cette propriete (4.4) de stationnarite en utilisant le 
resultat suivant [SAP090, p. 105] : 

On dit qu'un processus {Xt ,t > 0 j est stationnaire au sens strict si sa loi de 
probabilite est invariante par translation sur t : ce qui signifie que {Xt} et {Xt+t}, 
ou t> 0 ont memes caracteristiques. 

La stationnarite au sens strict implique 

1111 = E(Xt) = m = constante (1) 

et = Var(Xt) = =constante (2) 

ainsi que Cov(Xt, Xs) = <p(| t-s |) (3) 
ou <p est une fonction quelconque. 

Lorsque seules ces conditions sont remplies, on dit que le processus {Xt} est 
stationnaire au sens large. 

Si 1'on veut appliquer ce resultat general au cas etudie, on doit montrer que 
lorsque t-»oo le processus {Xt} du nombre de circulations est stationnaire au sens 
large. On va donc devoir demontrer que lorsque t->oo 

a) n(t)=E(Xt)-»n(oo)= constante 

b) a2(t)=Var(Xt)—»a2n= constante 

II n'est pas necessaire de verifler ici la condition (3) car elle est remplie par le 
critere d'homogeneite des processus markoviens1. 

* 

On sera amenes a utiliser au cours de cette demonstration les deux theoremes 
probabilistes generaux de 1'esperance totale et de la variance totale: 

Soit Y une variable aleatoire reelle, et X une autre variable aleatoire qui n'est pas 
necessairement reelle mais peut etre une variable qualitative. On peut alors 
definir, sous reserve de Vexistence de ces expressions pour le cas denombrable, 
Vesperance et la variance de Y a X fixe. 

1 Voir Annexe A "Generalites sur les processus markoviens" 
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^L^esperance conditionnelle 

Definition 
On appelle esperance de Y sachant que X=x et on note E(Y/X=x) la quantite 
detlnie par: 

E(Y/ X=x) = EyP(Y=y/X=x) 
y 

Cest donc 1'esperance de Y prise par rapport a sa loi conditionnelle.On note que 
E(Y/X=x) est une fonction de x : E(Y/X=x)=cp(x). 

Definition 
On appelle variable aleatoire "esperance conditionnelle de Y sachant X" et on 
note E(Y/X) la variable definie par : 

E(Y/X) = (p(x) 

Cette variable presente un certain nombre de proprietes remarquables (comme la 
linearite), mais surtout on a, en prenant 1'esperance de cette variable le 

Theoreme de 1'esperance totale 

E[E(Y/X)] = E( Y )  (4.5) 

^La variance conditionnelle 

Definition 
On appelle variance de Y sachant que X=x et on note Var(Y/X=x) la 
quantite: 

Var(Y/X=x) = E[(Y-E(Y/X=x))2 /x=x] 
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Comme pour 1'esperance, et puisque Var(Y/X=x) = v|/(x), on definit ensuite la 
variable aleatoire variance conditionnelle : 

Var(Y/X) = \|/(x) = E[(Y - E(Y/X))2 /X] 

On a alors le resultat fondamental suivant 

Theoreme de la variance totale 

• Demontrons le resultat a) n(t)=E(Xt)->n(oo)= constante 

On suppose que le systeme demarre au temps t=0 dans 1'etat m (XQ=m). On 
va d'abord exprimer 1'esperance conditionnelle suivante: 

Var(Y) = E[ Var(Y/X) ] + Var[ E(Y/X) ] (4.6) 

nm(t) = E(Xt/ Xo=m) 

Sachant que X i/XQ=m -> P (a+pm) on a donc 

E(Xi/Xo=m) = a+(3m (a. 1) 

Comme X2/Xi=m -> P (a+Pm) on a 

E(X2 /Xi=m) = a+Pm 

d'ou E(X2 /Xi) = a+pXi 

et E[ X^/ (Xi/Xo=m) ] = a+(3(Xi/Xo=m) (a.2) 

Si l'on ecrit la formule de 1'esperance totale (4.5) avec Y-Xt/Xo=m et 
X=Xt_i/Xo=m (ce sont ici des variables conditionnees), cela donne 

E(Xt/ Xo=m)=E{ E[Xt/ (Xt_i/Xo=m)] } Vt>l 



En ecrivant cette formule pour t=2, on obtient 

E(X2/ Xo=m) = E{ E[X2 / (Xj/Xo=m)] } 

= E[a+|3(Xi/Xo=m)] (d'apres a.2) 

= a+P E(Xj/ Xo=m) 

= a+p (a+Pm) (d'apres a. 1) 

= a(l+p) + p2 m 

A 1'aide d'un raisonnement similaire, on obtiendra 

E(X3 /Xo=m) = a(l+p+ P2) + P3 m 

Par iterations successives on obtient la formule generale 

E(Xt /Xo=m) = a(l+p+ p2+. . .+P1"1 ) + Plm 

soit 

nm(t)= a (Jbfi1) + plm (4.7) 
(1-P) 

On constate que lorsque t->oo, la variance conditionnelle nm(t) tend vers 
a/(i_p). A 1'aide de (4.7) on peut maintenant exprimer 1'esperance totale 

n(t) = E(Xt) 

A 1'aide de la formule de 1'esperance totale (4.5) on peut ecrire la relation 

E(Xt) = E[ E(Xt/X0) ] 

= E[ a (1-B1) + Xq P1 ] (d'apres 4.7) 
(1-P) 

= a/(i_p)(l-pt) + E(Xo)pt 

En posant M= E(Xq) et n(oc)=a/(i_p), on obtient 
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n(t) = n(oo)(l-|3t) + Mpt 

n(t) = n(oo) + [M-n(oo)]pt (4.8) 

De (4.8) on deduit que si P<1 alors n(t)—»n(cc) lorsque t->oc, ce qui est bien 
ce que nous voulions demontrer. 

•Demontrons maintenant le resultat b) CT2(t)=Var(Xt)->CT2(oo) 

=constante : 

Comme XyXo=m-> P(a+f3m) et que la variance d'une loi de Poisson est 
egale a sa moyenne, on peut ecrire 

Var(Xi/XQ=m) = E(Xi/X0=m) = a+pm 

On ecrit ensuite la formule de la variance totale (4.6) avec Y=Xt/Xo=m et 
X=Xt-i/Xo=m ; cela donne : 

Var(Xt /X0=m) = Var{E[Xt/ (Xt_i/X0=m)]} + E{ Var[Xt/ (Xt_i/X0=m)]} 
(4.9) 

Pour t=2, on obtient 

Var(X2/X0=m) = Var{E[X2/ (Xi/X0=m)]} + E{Var[X2/ (Xi/X0=m)]} 

= Var{ a+P(Xi/X0=m) } + E{ a+P(Xi/X0=m) } 

= p2 Var(Xi/Xo=m) + a + p E(Xi/Xo=m) 

= p2 (a+pm) + a + P(a+Pm) 

= a(l+p+ p2) + m p2 (1+p) 



Pour t=3, la formule de la variance totale s'ecrit 

Var(X3/X0=m) = Var{E[X3/ (X2/X0=m)]} + E{Var[X2/ (X2/X0=m)]} 

= Var{ a+p(X2/X0=m) } +E{ a+(3(X2/X0=m) } 

= P2 Var(X2/X0=m) + a + |3 E(X2/X0=m) 

= P2 [a(l+P+ p2) + m p2 (1+p)] +a + P[a(l+P) + P2 m] 

= ap2 (l+p+ p2) + a (1+P+ p2) + m (p3+p4+ p5) 

= a (1+P+ p2) (l+p2) + mp^ (1+P+ p2) 

= a (1-B3) (1-P4) + mp3 (1-B3) 
( l -P )  ( t - p 2 )  ( 1 -P )  

Demontrons par recurrence que l'on a 1'expression suivante 

Var(Xt/X0=m) = a (1 - B*) (1 - Bt+h + mB* (1 - B*) Vt>3 (4.10) 
( l - P )  ( I - p 2 )  ( 1 - P )  

Cette expression est vraie aux rangs t = 3 et t = 4. 

On fait 1'hypothese que la formule (4.10) est vraie au rang t .Demontrons 
qu'elle est vraie au rang t+1. La variance de Xt+i sachant que X0=m s'ecrit 
sous Vhypothese de la relation (4.10) 

Var(Xt+i /X0=m) 

= Var{E[Xt+i/ (Xt/X0=m)] } +E{Var[Xt+i/(Xt/X0=m)]} (d'apres 4.9) 

= P2 Var(Xt/X0=m) + a + p E(Xt/X0=m) 

= p2 Var(Xt/X0=m) + a + P [a ( 1 - B*)]+ Pl m • (d'apres 4.7) 
(  1 - P )  

=  p2  [ a  (1  -  B ' )  ( I  - P t + I ) +  m p t  (  1  -  B ' ) ]  +  a  +  Pa  (  N f i t )+  p t+ 'm  

(  1  -  P )  ( 1  - P 2 )  (  1  -  P )  (  1 - P  )  

d'apres Vhypothese (4.10). On obtient finalement 
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Var(Xt+i /X()=m) 

=  g ( P 2 - P t + 2 )  ( 1 - P t + 1 )  +  «  [  1  + E L l £i)]+ mpt+1 [ 1+ |3( 1 - pt)] 
(  1  -  P )  ( 1  - ( 3 2 )  (  1 - P )  (  1 -  P )  

= a(P2-Pt+2X'-Pt+') + «(i-i£t+') + mBt+ '(.ba t+1) 
(  1 - P )  ( '  - P 2 )  (  1 - P )  (  1 - P )  

= a (' - Pt+I) [ 1+ (P2-Pt+2) ] +mBt+' d - P'+l) 
( 1 - P )  ( 1 - P 2 )  (  1 - P  )  

= a (Ut+') 0_i£t+2) + mPt+1 (Li£t+1) 
( 1 - P )  ( 1 - P 2 )  ( 1 - P )  

On vient donc de demontrer que si Vexpression 4.10 est vraie au rang t alors 
elle est vraie au rang t+1 . Par consequent, pour tout entier t > 2 on a 

a2m(t) = Var(Xt /X0=m) = a U^E) (Ut+')+ mpl (LlS1 ) 
( 1  - P )  ( 1 - P 2 )  ( 1 - P )  

On peut maintenant, a Vaide de la formule (4.10) exprimer la variance totale 

cj2(t) = Var(Xt) 

Avec la formule de la variance totale (4.6), on obtient 

Var(Xt) = Var[ E(Xt/X0) ] + E[ Var(Xt/X0) ] 

= Var[ a(U)+ X0pt ] + E[ a (1 - Bt) (1 - B*+1)+ mptQ-£t)] 
( I - P )  ( i - p )  ( i - p 2 )  ( i - p )  



Finalement 

cj2(t) = p2t Var( Xq) + a (1 - &) (1 - Bt+1)+ pt (1 - B*) E(Xq) 

(  1  -  P )  ( 1  -  p 2  )  ( 1  - P )  

Donc si P < 1 on a a2(t) -> a/(i_p) (1-p2) = cj2(oc) 
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V . E t u d e  d e s  p a r a m e t r e s  a  e t  ( 3  

A. Methodes de calcul et proprietes 

1. Methodes de caicul 

Nous avons vu dans la section III que si 1'on trace sur un graphe les valeurs 
experimentales N°(m) (nombre moyen de circulations d'un ouvrage durant 
1'annee t+1 sachant qu'il a circule m fois durant 1'annee t) en fonction de m, on 
constate que les points (m, N°(m)) sont pratiquement alignes suivant une droite 
d'equation. 

N(m)=a+(3m (5.1) 

N(m) etant la valeur theorique de N°(m), obtenue avec Vhypothese de cette 
relation lineaire (5.1). 
II reste a estimer les coefficients aet (3 afin que la droite d'equation (5.1) ajuste au 
mieux le nuage de points (Fig 5.1). 

Figure 5.1 

N(m 

n°(4; 

N(4) 

N°(0) 

N(0) 
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^ ^^hod£^mpirigue_de_^or|e: 

Pour calculer a et (3 pour une classe de livres etudiee, on prend la somme des 
circulations observees dans 1'echantillon pour deux annees sliccessives et on la 
divise par la circulation de la premiere annee. On calcule ainsi la circulation 
moyenne durant 1'annee ecoulee de tous les livres ayant circule m fois Vannee 
precedente, Rm(t) (ce qui correspond a N°(m)). 

Par exemple, si 20 livres de Vechantillon ont circule exactement 2 fois durant 
1'annee t-1 et si la circulation totale de ces 20 livres durant 1'annee ecoulee t a ete 
32, R2(t) pour cet echantillon sera 32/20 = l,6;et si les 80 livres restant, qui n'ont 
pas circule durant 1'annee t-1 (les livres inactifs de cette annee-la) ont eu une 
circulation de 32 durant 1'annee t, R0(t) sera 32/80 = 0,4. On note qu'un livre 
inactif une annee peut etre actif Vannee suivante, ce qui est souvent le cas dans la 
realite, ce qui est pris en compte dans la formule de Markov. 

On calcule R0(t), Ri(t), R2(t), R3(t) et R4(t) a partir des donnees de Vechantillon. 
Et pour calculer a et p on utilisera les equations suivantes 

a = R0(t) 
p = l/io [R1 (t)+R2(t)+R3(t)+R4(t)-4R0(t)] (5.2) 

Dans Vequation N(m)=a+Pm, a represente Vordonnee a Vorigine. Remarquons 
que Morse a choisi de prendre a=R0(t)=N°(0) alors que la meilleure droite de 
regression n'est pas forcement celle qui passe par le point (0,N°(0)). Mais ce 
choix semble justifie par le fait que les ouvrages qui n'ont pas circule durant la 
premiere annee t-1 ont un poids tres important. 

Cette methode peut cependant presenter des inconvenients: il peut etre en effet 
difficile de calculer R0(t), Rt(t), R2(tj, R3(t) et R4(t) pour les categories de livres 
qui ont un fort taux de rotation, faute d'avoir trouve un nombre sufflsant de 
volumes ayant ete empruntes 0, 1, 2, 3 et 4 fois Vavant-derniere annee.Cest ce 
que fait remarquer Cane [CANE87]: 

"Nous avons rencontre ce probleme en essayant de faire Vetude des bandes 
dessinees; sans doute nos donnees portaient-elles sur un nombre tres reduit 
de livres, mais meme si nous avions pu effectuer la totalite du travail prevu 
sur cette categorie, nous aurions du calculer a et a partir de Rq, R/, R2, 
Rj et R4 issus de donnees portant sur moins d'une demi-douzaine 
d'ouvrages, ce qui ne parait pas une methode fiable. 
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Deux solutions paraissent possibles : soit augmenter la taille de 
l'echantillon dans les categories oii le taux de rotation est particulierement 
fort, ce qui reste simple, soit a determiner les valeurs de a et /5 a partir de 
la methode des moindres carres." 

O Methode des moindres carres 

On cherche a ajuster au nuage de points (m,N°(m)) une droite d'equation 
N(m)=a+(3m de sorte que 

M 

Z(N°(m) - N(m))2 

m=0 

soit minimale. On cherche donc a minimiser la fonction 

F(a,(3) = Z(N°(m)-a-(3m)2 
m>0 

Ce minimum est atteint pour o¥/Qa = dF/gp = 0, ce qui donne deux equations: 

M 

X(N°(m)-a-(3m) = 0 
m=0 

et 
M 

Xm(N°(m)-a-(3m) = 0 
m=0 

dont les solutions sont 4 

p 1 ̂ X(m-mmoy)(X(m-nimoy) N°(m)) 
m>0 

et (5.2) 

a N moy " P mm0y 
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avec tnmoy m 
m>0 

j 

etN°moy = ( l /M)ZN°(m) 
m>0 

O _Methode_des_^oindres_carre^ 

Si Xm est le nombre de circulations pour une annee donnee, des ouvrages ayant 
circule m fois 1'annee precedente, Pm=Xm/^Xm represente la frequence de 
circulation des ouvrages qui sont sortis m (m>0) fois 1'annee precedente. II 
semble naturel, pour calculer a et (3 de ponderer les couples (m,N°(m)) par Pm; 
en effet, la contribution de N°(m) est plus significative d'un point de vue 
statistique pour les petites valeurs de m. 

Dans le cas d'une regression lineaire ponderee, on cherche a minimiser 1'ecart 

M 

G(a,p) =ZPm(N°(m)-a-|3m)2 
m=0 

ou le triplet (m, N°(m),Pm), avec 0<m<M, designe respectivement Vabscisse, 
Vordonnee et le poids. On a XPm=l- On obtient comme valeurs de a et (3 

p = Sl-M'N'mov p 
S2-(N'moy)2 (5.3) 

a = N'moy - PM' * 

avec 

M M 

M'=SmPm, S i =Zm N°(m)Pm 
m=0 m=0 

M M 

N'mov=y,N°( m)Pm. S2=Zm2Pm 
m=0 m=0 
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Si Pm=l/M, on retrouve les valeurs des coefficients de regression lineaire non 
ponderee. 

2.Proprfetes barvcentriques des coefficients a et B 

Dans le cas ou plusieurs sous-classes d'une meme classe de livres ont ete 
observees durant des periodes differentes, les valeurs a et (3 de la classe totale 
peuvent etre aisement calculees en utilisant les equations suivantes 

a = M1 a 1 +M2a2+ . . . 
M1+M2+. . . 

p = M1B1+M2B2+. . . (5.4) 
M1+M2+. . . 

ou M1 livres d'une sous-classe ont des parametres al et |31 et M2 livres d'une 
deuxieme sous-classe ont des parametres de valeurs a2 et (32. 

Cette propriete est due au caractere lineaire du modele de 1'equation (5.1), N(m)= 
a+(3m : puisque 1'equation (5.1) est lineaire en a, p et m, les valeurs de a et (3 
peuvent etre obtenues a 1'aide d'equations de meme forme. 

• On peut faire la demonstration de ce resultat dans le cas le plus simple ou 
une categorie A de livres, de parametres a et (3, est scindee en deux sous-
categories A1 et A2 de parametres respectifs (al, P1) et (a2, p2). 

On definit les quantites suivantes: 

•Mj=ZMi(m) est le nombre d'ouvrages de Al, ou Mj(m) est le nombre 
d'ouvrages ayant circule m fois durant une annee t donnee. 

•M2=ZM2(m) est le nombre d'ouvrages de A2 qui ont circule m fois 
pendant une annee t. 

Notons egalement que M(m)=M i (m)+M2(m) est le nombre d'ouvrages de la 
categorie A qui ont circule m fois durant 1'annee t. Et M=M i +M^ est le 
nombre total d'ouvrages de la categorie A. 

On peut ecrire la relation (5.1) qui nous donne la circulation moyenne N(m) 
durant 1'annee t+1, pour la categorie A et les deux sous-categories A1 et A2: 
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A: N(m)=a+(3m (1) 

A2: Ni(m)=al+(3lm (2) 

A3: M2(m)=a2+(32m (3) 

La circulation moyenne conditionnelle N(m) de la categorie A peut 
s'exprimer en fonction des parametres de A1 et de A2 de la fagon suivante 

N(m) = Ml(m)Nl(m)+M2(m)N2(m) 
Ml(m)+M2(m) 

ce qui s'ecrit encore en rempla^ant N(m), Nl(m) et N2(m) par leurs 
expressions (1), (2) et (3) 

a+(3m = Ml(m) (al+Blm)+M2(m) (a2+B2m) 
Ml(m)+M2(m) 

a+(3m = alMl(m)+a2M2(m) +m B1M1 (m)+B2M2(m) 
Ml(m)+M2(m) Ml(m)+M2(m) 

On en deduit par identification 

a= a 1M1 (m)+a2M2( m) (4) 
Ml(m)+M2(m) 

p= (3lMl(m)+B2M2(m) (5) 
Ml(m)+M2(m) 

De la relation (4), on tire 

a (Ml(m)+M2(m)) = alMl(m)+M2(m) Vm 

En effectuant une sommation sur les m, on obtient 

a X(M 1 (m)+M2(m)) = a 1 ̂ M 1 (m)+a2XM2(m) 
m>0 m>0 m>0 

a(M 1+M2) = alMl +a2M2 

On tire de cette derniere relation 
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a= alMl+a2M2 
(M1+M2) 

Par le meme raisonnement on obtient 
p= B1M1+B2M2 

M1+M2 

B. Dependance temporelle des coefficients aet fi 

Rappelons qu'en ce qui concerne Vevolution dans le temps des parametres a et p, 
Morse faisait les hypotheses suivantes: 

1. Le parametre (3 qui mesure la diminution de "popularite" d'un livre d'une 
annee sur 1'autre reste en gros constant pendant 10 a 12 ans de vie du livre a la 
bibliotheque 

2. Le parametre a, qui mesure la circulation moyenne atteinte par les ouvrages 
les plus anciens, est independant du temps. 

Morse suggere que a tombe aux 2/3 de sa valeur apres une periode de 10 a 12 
ans, tandis que Chen note que "bien que a est plus ou moins independant du 
temps, il se change generalement au bout de T annees en a', ou a' est 
generalement inferieur a a ". 

* 

Des chercheurs comme Kraft [KRAF70] ou Beshesti et Tague [BESH84] se sont 
interesses a travers leurs etudes portant sur le modele de Morse aux fluctuations 
de ces deux parametres. 

1. Le modele de Morse revu par Beshesti et Tague 

Beshesti et Tague ont teste le modele de Morse a la bibliotheque "Library of 
Congress" de VUniversite du Saskatchewan (Canada). Ils ont observe la 
circulation relative a 56 040 monographies de Vannee 1967-1968 a 1977-1978. 
Ils ont enregistre pendant ces 11 annees 99 430 transactions, ce qui represente un 
ensemble de donnees tres large (Chen, dans sa these, utilisait un echantillon de 
12 000 transactions). 
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Puisque Morse suggerait que son modele etait approprie pour predire la 
circulation moyenne d'une classe de livres, Beshesti et Tague ont defini trois 
classes "Q", "D" et "N", qui representent respectivement les sciences, 1'histoire 
(sciences sociales) et les arts. 

Pour tester la validite du modele , 40 tables ont ete construites sur les 11 annees 
d'etude, 10 pour la collection consideree dans son integralite, et 10 pour chacune 
des trois classes.Chaque table contient les donnees suivantes: 

M(m); nombre de monographies ayant circule m fois pendant 1'annee t 

N(m,n) : nombre de monographies ayant circule m fois pendant Vannee t et 
n fois pendant 1'annee t+l. 

N(m): nombre moyen de circulations pendant 1'annee t+1 des monographies 
qui ont circule m fois pendant 1'annee t. 

2X'approximation lineaire pour 99% des donnees 

La figure 5.2 montre qu'il existe une dependance lineaire entre N(m) et m pour a 
peu pres la moitie des observations. L'approximation lineaire est satisfaisante 
uniquement pour les livres qui n'ont pas circule frequemment (m<8) Vannee 
precedente 

Figure 5.2 Circulation moyenne N(m) pour 1'annee 1968-1969 en fonction de la circulation 
m de l'annee 1967-1968 ^4] 
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En fait, le coefficient de determination de la regression,R2, entre les deux 
variables N(m) et m pour le premier couple d'annees est inferieur a 0,35, ce qui 
indique une correlation d'approximativement R=0,6 entre le nombre de 
circulations des monographies en 1967-1968 et leur nombre moyen de circulation 
pendant 1'annee suivante. 

Le tableau (5.1) donne les valeurs du R2 pour les 10 couples d'annees, et cela 
pour la collection totale et pour les trois classes. Pour chaque classe, la colonne 
de droite, sous le titre 99, donne les valeurs du R^ lorsque seulement 99,5% des 
donnees ont ete utilisees pour construire les tables, c'est-a-dire quand les 
ouvrages qui circulaient les plus frequemment -ce qui contribuait a moins de 
0,5% du nombre total de transactions- ont ete elimines des calculs. La plupart des 
valeurs du R^ sont considerablement plus elevees quand seulement 99,5% des 
donnees sont prises en compte. Beshesti et Tague en concluent que les ouvrages 
qui ont circule plus de 8 fois pendant Vannee 67-68 forment une "longue queue" 
dans la distribution de la circulation des documents, et par consequent reduisent 
son adequation au modele lineaire. 

II est possible que Morse et Chen, qui ont travaille sur des ensembles de donnees 
plus restreints n'aient point remarque cette caracteristique de la distribution, 
puisque qu'environ 99% des donnees satisfont au modele lineaire. 

Tableau 5.1 : Coefficient de correlation entre le 
nombre de transactions de 1'annee indiquee et celui de 
l'annee precedente f~fc£Sttg<+] 

All " Q D N 

Year 100 99 100 99 100 99 100 99 

1 0.309 0.987 0.025 0.988 - 0.037 0.969 0.6% 0.845 
2 0.784 0.978 0.603 0.950 0.604 0.972 0.091 0.878 
3 0.612 0.903 0.327 0.773 0.497 0.826 0.041 0.967 
4 0.465 0.963 0.030 0.79/ 0.757 0.919 0.568 0.498 
5 0.247 0.950 0.063 0.882 0.583 0.946 0.806 0.955 
6 0.469 0.979 0.552 0.799 0.425 0.897 0.108 0.730 
7 0.638 0.979 0.628 0.924 0.367 0.791 0.548 0.612 
8 0.191 0.975 0.809 0.642 0.781 0.971 0.264 0.587 
9 0.135 0.991 0.959 0.902 0.643 0.982 0.881 0.883 

10 0.783 0.983 0.803 0.916 0.967 0.926 0.115 0.945 

Pour tester une eventuelle dependance temporelle du parametre a, on a releve les 
valeurs de a pour chaque couple d'annees (Figures 5.3-5.6). Comme le tableau 
5.2 Vindique, les coefficients de correlation entre la variable a et la variable 
temps t, se situent entre -0,778 et -0,939. En fait a decrott lineairement avec le 
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temps, comme on peut le constater sur les figures 5.3-5.6, et par consequent a 
est dependant du temps. 

II est interessant de remarquer que pour la collection integrale et les classes D et 
Q, a croit entre la premiere et la seconde annee pour diminuer ensuite. Peut-etre 
que le declin ne commence-t'il vraiment qu'a partir de la troisieme annee. Mais 
quelque soit la forme de ce declin les courbes de a en fonction du temps ont une 
allure decroissante, et ceci queqlue soit la classe consideree. 

D'un autre cote, (3 semble montrer quelque dependance temporelle pour la classe 
Q, et dans une moindre mesure pour la classe N (cf. tableau 5.2), ce qui indique 
que le taux avec lequel ces deux classes perdent leur popularite est dependant du 
temps, tandis que la collection totale et la classe D deviennent impopulaires avec 
un taux plus ou moins aleatoire. II apparait cependant qu'en general les 
fluctuations du parametre (3 avec le temps sont plus ou moins aleatoires et ne 
permettent pas de conclure a une quelconque dependance temporelle de ce 
coefficient. 

Be.shesti et Tague soulignent qu'en tous les cas ni a ni p ne peuvent etre 
utilises pour calculer les valeurs asymptotiques de la circulation comme le 
suggerait Morse (cf Chap.III). 

Tableau 53 : Coefficients de correlation entre les 
valeurs de a et 3 et le temps, pour ia collection totaie 
et les trois classes. 2^3 

a b 
Collection r r 

AIl -0.917 -0.037 
Q -0.778 -0.614 
D -0.939 -0.034 
N -0.836 -0.409 
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Figure 5.3 : a en fonction du temps pour la collection globale 

v f . a k - ^ A  °  

Figure 5.4 : a en fonction du temps pour la classe "Q" 



Figure 5.5 : a en fonction du temps pour la classe "D" S<tl 

Y E A R - P A T R  
Figure 5.6 : a en fonction du temps pour la classe "N" 2^ 
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3 Le nombre de transactions par an 

Une autre variable qui n'a pas ete prise en compte dans le modele de Morse 
original est le nombre de transactions total par an. Si la population d'une 
universite reste relativement stable, cette variable peut refleter les modifications 
du comportement des usagers (en fait la meilleure fa^on d'evaluer le 
comportement des utilisateurs serait de connaitre nombre moyen annuel de 
transactions par document, mais ces donnees n'etaient pas disponibles dans le 
cadre de cette etude). 

Pour les classes Q et N, les coefficients de correlation entre le nombre total de 
transactions par an et les valeurs de (3 sont plus eleves qu'avec les valeurs de a 
(cf. tableau 5.3), ce qui indique que le taux avec lequel ces classes perdent leur 
popularite est plus dependant des habitudes des usagers qu'il ne le serait pour la 
collection totale ou la classe D. En general, les coefficients de correlation sont 
suffisamment eleves pour justifier l'introduction de la variable s, "nombre de 
transactions par an", dans le modele. 

Tableau 5.3 : Coefficients de correlation entre a et et 
P et le nombre total de transactions par an, pour la 
collection globale et les trois classes. [e,ES-H84Q 

tk $ 
Collection r r 

All 0.917 -0.082 
Q 0.677 0.688 
D 0.813 0.066 
N 0.465 0.543 

Finalement, afin de tester formellement 1'hypothese d'une dependance temporelle 
du parametre a, Beshesti et Tague proposent une version modifiee du modele de 
Morse, qui inclut explicitement le temps. Si a est dependant lineairement du 
temps alors la moyenne conditionnelle du nombre de circulations peut etre 
approchee par la nouvelle relation lineaire 

N(m,t)=at+(3m 

ou at est un fonction lineaire decroissante du temps, et peut donc s'ecrire 



49 

«t=a+ct (c<0) 

Le nouveau modele lineaire sera donc 

(2) N(m,t)=a+(3m+ct 

ou a et p et c sont des constantes, et t est la variable qui represente le temps.il 
s'agit d'une regression lineaire multiple a 2 variables explicatives m et t. 

Pour tester 1'influence sur le modele du comportement des usagers dans leurs 
activites d'emprunts en termes de nombre de transactions par an, le modele de 
Morse peut etre modifie en incluant explicitement ce volume de transactions 

(3) N(m,s)=a+(3m+ds 

ou a et p et d sont des constantes et s est le nombre total de transactions. 

Le modele peut aussi s'ecrire sous la forme d'une regression lineaire multiple qui 
prend en compte les trois variables explicatives m, t, s: 

(4) N(m,t,s)=a+f3m+ct+ds 

Les coefficients de ces differeir s modeles ont ete calcules a l'aide de techniques 
de regression multiple.On a construit quatre tables, une pour la collection totale. 
et une pour chacune des trois classes, et ceci pour chacun des dix couples 
d'annees. Chaque table contient les valeurs de N(m), designees par Y, obtenues 
dans le cadre des quatre modeles lineaires, celui de Morse 

(1) N(m)=a+pm 

et des trois modeles modifies (2) (3) (4). Dans chaque modele, la variable m est 
le meilleur predicteur de Y avec un coefficient de correlation d'environ 0,8. 
L'adjonction des deux variables t et s n'augmente que marginalement la valeur 
du R.2. 
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Le tableau 5.4 donne pour chaque classe les equations de regression 
correspondant aux divers modeles et pour chaque regression la valeur du 
entre le nombre moyen de transactions Y et 

V 

(1) le nombre de circulations de 1'annee precedente (m) 

(2) le nombre de circulations de 1'annee precedente, et les couples d'annees 
(m,t) 

(3) le nombre de circulations de 1'annee precedente et le nombre total de 
transactions de la presente annee (m,s) 

(4) le nombre de circulations de 1'annee precedente, les couples d'annees et 
le nombre total de transactions de la presente annee (m,t,s) 

Collection Regression Equation R-squared 

All Y ( m )  = 0.369 + 0.336 m  0.842 
Y ( m . t )  =  0.785 + 0.306m  - 0.06511  0.882 
Y ( m , s )  =  — 0.275 + 0.320 m + 0.566 $ 0.857 
Y ( m . t . s )  = 1.25 + 0.306zn - 0.083r - 0.308j 0.882 

Q Y ( m )  = 0.425 + 0.312 m  0.809 
Y ( m ,  t )  =  0.871 + 0.287 m  - 0.072 t  0.867 
Y ( m , s )  =  - 0.687 + 0.290 m  + 0.9675 0.867 , 
Y ( m , t . s )  = 0.047 + 0.286m - 0.04t + 0.543 j  0.872 | 

D Y ( m )  =  0.402 + 0.319 m 0.7% ! 
Y ( m . t )  =  0.781 + 0.291 m  - 0.059 t  0.831 ; 
Y ( m , s )  = - 0.121 + 0.305 m  + 0.46$ 0.806 j 
Y ( m , t , s )  = 1.41 + 0.291 m - 0.084t - 0.419$ 0.833 I 

N Y ( m )  = 0.413 + 0.342 m 0.740 j 
Y ( m )  =  1.02 + 0.302 m  - 0.098 t  0.832 | 
Y ( m , s )  = - 0.659 + 0.315 m + 0.938$ 0.782 ! 

Y ( m . t , s )  = 1.53 + 0.304m - 0.117t - 0.339$ 0.831 j 

Tableau 5.4 : Equations de regression 
pour la collection totale et les trois classes [6 ES-H 8 

4 

II faut noter que les coefficients de regression ne varient pas beaucoup entre la 
collection consideree dans son ensemble et les trois differentes classes. Les 
valeurs de a sont comprises entre 0.37 et 0,43,les valeurs de (3 entre 0,31 et 
0,34, ce qui correspond aux estimations de Morse. 

En conclusion, 1'etude de Beshesti et Tague montre que Vadjonction de la 
variable temps et du nombre total de transactions par an ne modifie pas les 
resultats de fa^on sufflsamment significative pour justifier leur inclusion dans le 
modele. Cependant cette etude a permis de montrer que le parametre a etait 
dependant du temps tandis que P presentait des fluctuations plus aleatoires. Ces 
deux parametres presentent des fluctuations suffisamment significatives pour ne 
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plus etre ignorees, ce qui pourrait infirmer les hypotheses de base du modele de 
Morse 

Les modeles proposes par Beshesti et Tague ont cependant souleve des 
interrogations chez certains chercheurs: 

Tague et Ajiferuke [TAGU 87] ont cherche a determiner quel modele, de 
Morse (1) ou de Beshesti (2), approximait au mieux 1'ensemble de donnees 
utilise par Beshesti, constitue des 11 annees de transactions a la bibliotheque de 
1'Universite de Saskatchewan. Leurs tests statistiques ne les conduit a aucun 
resultat significatif qui permettrait de se decider en faveur de l'un ou de 1'autre 
modele. 

Ils notent surtout que le systeme de Beshesti presente une lacune: il ne figure 
aucune indication sur les livres qui ne circulent pas . Seules les donnees 
relatives aux livres qui ont circule au moins une fois ont ete relevees, et de ce 
fait, 1'effectif de la collection varie d'annee en annee. Or le modele de Morse 
s'applique generalement a une collection constante en nombre. 

Burrell[BURR86, p. 122] s'etonne que : "les auteurs (Beshesti&Tague) ne 
specifient pas explicitement les techniques de regression utilisees dans 
l'analyse des donnees et par consequent, on doit exprimer des reserves sur leur 
methodologie et leurs conclusions. Par exemple, ils notent le comportement 
particulier des ouvrages qui circulent frequemment. Ils montrent qu'en 
ignorant les grandes valeurs de m, on ameliore la qualite de 1'ajustement 
lineaire.Cependant ils ne precisent pas si ces valeurs isolees (m>8) sont 
utilisees ou non dans les calculs des coefficients de regression". 

i  

On peut, au sujet du calcul de ces coefficients, donner un element de reponse. 
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4.Techniaues de regression multiple 

Considerons le modele lineaire (2) incluant le temps 

N(m,t)=a+Pm+ct 

Bien que Beshesti ne le precise pas, on supposera qu'il n'a pas inclus dans ses 
calculs les valeurs de N°(m,t) -valeurs observees de la circulation moyenne-
pour m>8-, puisque ces valeurs reduiraient 1'approximation lineaire (d'ailleurs 
les valeurs elevees du R2 obtenues pour ce modele laissent a penser qu'il a bien 
fait cette troncature)-.Puisque les donnees portent sur 11 annees d'observations, 
soit dix couples d'annees, on dispose donc de 80 valeurs de N°(m,t) (m=l,...8 et 
t=l,...,10) a partir desquelles on doit calculer les coefficients a,p et c. 

Soit b le vecteur colonne contenant les trois coefficients 

Soit Y le vecteur colonne contenant les 80 valeurs theoriques N(m,t) 
et A la matrice a 80 lignes et 3 colonnes defmis ci-dessous: 
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N( 1,1) 
N(2,l) 
N(3,1) 
N(4,1) 
N(5,1) 
N(6,1) 
N(7,1) 

N(8,2) 

A= 

l l l 
1 2 1 
1 3 1 
1 4 1 
1 5 1 
1 6 1 
1 72 
1 8 1 
1 1 2 
1  2 2  

8 2  

N(l, 10) 
N(2,10) 

1 1 10 
l 2 10 

N(8,10) :)ij 1 8 10 

Le modele (2) peut alors s'ecrire sous forme matricielle:: 

Y=Ab 

L'estimation du vecteur b des parametres se fait a 1'aide de la formule suivante 
[TASSI90, p.134]: 

b= (tA A)-l (tA)Y° 

ou lA est la transposee de la matrice A et Y° le vecteur colonnes contenant les 
les 80 valeurs des circulations moyennes N°(m,t) observees.En faisant le produit 
lA A, on obtient: 



54 

80 360 440 
tA A= 360 2040 1980 

440 1980 3080 

II reste a prendre Vinverse de cette derniere matrice et a la multiplier par la 
matrice transposee de A puis par le vecteur Y°. Comme nous ne disposons pas 
des valeurs N°(m,t) sur les dix annees d'observations, il nous est 
malheureusement impossible de mener le calcul jusqu'au bout pour obtenir les 
valeurs des parametres. 
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V I .  L e s  d  i s t r i b u t i o n s  g e o m e t r i q u e s  

A. La distribution geometrique de la premiere annee de circulation 

Considerons une classe de livres de parametres a et (3, et ayant tous ete achete 
durant la meme annee. La distribution de la circulation de la premiere annee 
dependra de la perspicacite et du flair du bibliothecaire. Si les livres choisis ont la 
faveur des lecteurs, nombre d'entre eux circuleront beaucoup durant la premiere 
annee. Supposons que le choix ait ete judicieux. Alors d'apres Morse [MORS68, 
p. 101], la distribution de la circulation de la premiere annee est 
geometrique de parametre y. 

En d'autres termes, la fraction Pi(>m)des livres qui circuleront m fois ou plus 
durant leur premiere annee sera 

Pl(>m) = ym (6.1) 

et la fraction des livres qui circuleront exactement m fois sera 

P i (m) = P i (>m)-P i (>m+1) 

= (1  -y)  ym (6 .2)  

ou y est approximativement egal a R/(l+R), avec R, circulation moyenne durant 
la premiere annee. Ainsi y represente la popularite de cette classe particuliere 
(Les points de la courbe notee "lst year" dans la figure 6.1 donnent les valeurs de 
ym pour y=0,8) . Cependant, si 1'allure de la circulation de la premiere arrnee 
depend du jugement et de 1'intuition du gestionnaire, Vaspect de la circulation 
pour les annees suivantes dependra de plus en plus du comportement des usagers, 
qui est represente par les valeurs de a et (3. 

La probabilite ?2(n) pour qu'un de ces livres circule n fois durant la 
seconde annee esi la somme de la probabilite Pi(m), que le livre ait circule m 
fois durant la premiere annee, par la probabilite conditionnelle Tmn que le livre 
circule n fois la seconde annee s'il a circule m fois la premiere annee, et ceci 
somme pour toutes les valeurs possibles de m (il s'agit de la formule des 
probabilites totales).Par le meme raisonnement on obtient la probabilite ?3(m) 
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pour la troisieme annee de circulation. en fonction des circulations de la 
deuxieme annee etc... 

P2(n) = P,(0) Ton+PK 1) Tln+P,(2) T2n+ ... 

= (l-Y)(Ton+YTln+1'2T2n+ • • •) 

p3(n) = P2(0) T„n+P2 ( l )  T,n+p2(2) T2n+ . . . 

On en deduit que pour une t-ieme annee de circulation (t>l), la probabilite pour 
qu'un des livres de la classe circule n fois sera 

Pt(n) = Pt-i(0)T0n+Pt-,(l) Tln+Pt.,(2) T2n+ . . . (6.3) 

Et la probabilite que la circulation durant 1'annee t soit plus grande ou egale a m 
est la somme 

Pt(>m) = Pt(m)+Pt(m+1 )+P[(m+2)+ . . . (6.4) 

ou les Pt(m) se calculent a 1'aide de Vequation (6.3). 

Les points des differentes lignes de la figure 6.1 donnent les valeurs de Pt(^m) 
pour differentes valeurs de m et de t, et pour y=0,8, a=0.4, et |3=0,5 . Ils montrent 
que la circulation diminue avec le vieillissement des livres. 

0.5 
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0.1 
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0.001 12 10 8 4 2 0 

Figure 6.1 : fraction Pf(>m) de livres d1une classe qui circuleront 
m fois ou plus durant Tannee t. £ hA o ̂  S» 6 sj 
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On voit que durant la premiere annee 10% de ces livres circulent 10 fois ou plus. 
A partir de la seconde annee, ces circulations ont deja chute considerablement; 
seulement 2% de ces livres circulent 10 fois ou plus pendant la seconde annee. Et 
seul 1 livre sur 400 circulera 10 fois ou plus durant la troisieme annee. 

La circulation decroit fortement avec l'age des livres, et avec le temps de plus en 
plus d'ouvrages ne seront empruntes que quelques fois l'an. Cependant, comme 
nous 1'avons explique precedemment, il y a toujours une chance pour que certains 
livres connaissent un regain de popularite; mais cette possibilite diminue elle 
aussi a mesure que le livre vieillit. 

Toutefois, cette baisse de popularite des ouvrages finit par cesser, tant que les 
parametres a et P restent constants. Nous constatons sur la figure 6.1 qu'avec les 
annees les courbes de circulations sont de plus en plus rapprochees,pour atteindre 
fmalement une distribution stationnaire notee "Steady state, a=0,4, p=0,5". Au 
bout d'environ 10 ans la distribution de la circulation demeure la meme pour les 
livres de parametres a=0,4et P=0,5 ; dans ce groupe de livres, la moitie des 
ouvrages ne circulera pas du tout (Pt(>l)=0,5) ; seul 1 ouvrage sur 5 (Pt(>2) = 
20%)circulera deux fois ou plus par an, 1 sur 50 circulera quatre fois ou plus. 

B. Le modele de Morse modifie 

Les donnees de Morse collectees au MIT ainsi que celles rassemblees par Chen a 
la Countway Library of Medicine semblent suggerer que la fraction des livres qui 
ne circulent pas - les "no-use"- (c'est-a-dire le cas m=0 dans 1'equation N(m)=a+ 
pm) semble s'eloigner considerablement d'une distribution geometrique. Jain 
[JAIN67], qui a etudie des groupes homogenes de livres de diverses disciplines, 
telles que Chimie, Physique et Pharmacie a 1'Universite de Purdue (1967) a pu lui 
aussi observer que la classe des "no use" ne suivait pas la meme loi de probabilite 
que les autres classes. 

Le modele de Morse peut en effet s'averer insuffisant ou biaise, notamment 
lorsque la proportion d'ouvrages anciens dans un fonds est importante, ce qui ne 
manque pas de se traduire par des effectifs eleves au niveau de la classe m=0. 
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Dans un cas semblable, Morse et Chen [MORS75 ] proposent de modifier le 
modele initial en separant le fonds actif du fonds inactif. C'est qu'outre sa 
facheuse incidence sur le plan des donnees statistiques, il est important de 
connaitre et de mesurer le fonds inactif; accumulant les couts de stockage mais 
surtout interferant de fapon parfois fort dangereuse avec des ouvrages de plus 
grande valeur pour les usagers, les ouvrages inactifs peuvent par leur nombre 
constituer un excellent indicateur de 1'inadequation d'un fonds a la demande et de 
1'efficacite d'une politique d'acquisition. 

1. Analyse des livres actifs 

Pour une classe de livres donnee, on observe la circulation des livres actifs (les 
livres ayant circule au moins une fois) pendant une periode t. On enregistre les 
nombres N(j) (j>l),de livres qui ont ete empruntes j fois au cours d'une annee t (j 
>1) .  

Morse [MORS68, MORS72] ainsi que Goyal [GOYA7C),pp. 20-30] ont montre 
que la circulation des livres actifs d'une classe sur une annee t donnee suit 
une distribution geometrique modiflee. Cela signifie que le nombre de livres 
qui ont circule j fois durant l'annee t est approximativement egal a Nj(t), avec 

Nj(t) = Na( t ) [ l -y(t)][y(t)]j-l ( ^ a )  (6.5) 

Cette distribution geometrique modifiee satisfait la condition de normalisation 

00 

Na(t)=Z N(j) 
j-i 

t 
Les nombres Nj(t) sont les valeurs estimees des N(j) . Et Na est le nombre total 
exact de livres qui ont circule au moins une fois pendant 1'annee. 

Une fois qu'une liste des N(j) semblable a celle du tableau 6.1 a ete relevee pour 
la classe de livres etudiee, on peut calculer la valeur de y pour cette classe en 
utilisant 1'equation (6.6); cette formule est obtenue a 1'aide de 1'equation (6.5) 
dans laquelle on prend j=l, avec la valeur exacte de Ni(t), c'est-a-dire N(l); par 
consequent on aura Vegalite N i (t)=N( 1). 

y(t) = 1 - MJQ (6.6) 
Na(t) 
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Le parametre y ne change pas beaucoup d'une annee sur 1'autre pour une classe de 
livres donnee. II peut cependant considerablement varier d'une classe a 1'autre et 
d'une bibliotheque a 1'autre. 

Tableau 6.1: Distribution de la circulation de la classe WM de la Countway Library1 

CMO<s*S3 
/ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 Snm 

j )  583 307 
Geom. 583 351 

209 152 89 
212 129 77 

49 
46 

32 
28 

25 
17 

12 
10 

4 
6 

1 1 
4 2 

1 0 
1 1 

1 
0 

1 
0 

1,467* 
1,467 

* vhe toui  number of  actne books m class  VVM in Countwav Lihran tor  t lns  \car  is  t i iereiore  .V„ =  1.47" 

Une fois la valeur de y calculee, on peut obtenir les diverses caracteristiques de la 
circulation de la classe pour 1'annee etudiee en utilisant les equations (6.7) : la 
circulation moyenne annuelle Ra(t) des livres actifs ; le nombre N(>m,t) des 
livres de la classe qui ont circule plus de m fois pendant 1'annee t ; et la fraction 
F(>m,t) que represente la circulation de ces livres (qui ont circule plus de m fois) 
par rapport a la circulation totale : 

00 

• Ra(t) = (1/Na(t)) Z J Nj(t) = 1/(1 -y(t)) 
j=i 

00 

• N(>m, t) = Z Nj(t) = Na(t) [y(t)]m (6.7) 
j=m+l 

oo 

• F(>m, t) = l/(NaRa) 2 J Nj(t) = [m(l-y(t)) + 1] [y(t)]m 

•  J=I 

'Ces donnees sont en fait des donnees non biaisees obtenues en utilisant le facteur de correction de 
Chen[CHEN76], mais la demarche s'applique aussi bien aux donnees biaisees 
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La valeur de y pourrait aussi etre obtenue a partir de 1'equation de Ra. Mais 
comme le precisent Morse et Chen, cette valeur pourrait exagerer 1'effet des 
fluctuations des Nj(t) pour de grandes valeurs de j. 

La deuxieme ligne du tableau 6.1 donne les valeurs de Nj obtenues avec 
l'equation (6.5). Une comparaison entre les valeurs estimees des N(j) et les 
valeurs exactes montre que Vadequation semble satisfaisante. 

La valeur de y obtenue a partir des donnees du tableau 6.1 est 
1 -(583/1 467) = 0,6 026. En consequence, la circulation moyenne annuelle des 
1 467 livres actifs est (1 467/583)=2,516, ce qui est relativement eleve. La 
circulation totale RaNa de tous les livres de la classe WM de la bibliotheque de 
Countway, entre le ler Fevrier 1972 et le 31 Janvier 1973 etait donc 
approximativement 2 516, ce qui est assez eleve. En utilisant la deuxieme et la 
troisieme equation de (6.7), on voit que N(>4) = 1 467 (0,6026)4 = 190 livres 
parmi les 1 467 actifs ont circule plus de quatre fois pendant 1'annee, et que ces 
livres representent environ (compte tenu de F(>4) = 0,34) un tiers de la 
circulation totale de la classe. 

On a estime que le nombre total N de livres de la classe WM de Countway 
s'elevait a environ 2 160 pour 1'annee 72-73. Par consequent, la fraction active de 
cette classe pour 1'annee en question etait d'a peu pres 0,68. Cette valeur est assez 
elevee, mais n'est pas significative en elle-meme : a la bibliotheque scientifique 
du MIT, la fraction active des livres de Physique etait seulement de 0,63 en 1962; 
et c'etait la fraction la plus elevee de toutes les classes de la bibliotheque. 
Cependant, les Na=2 260 livres actifs de physique avaient un taux de circulation 
moyen Ra=4 plus eleve que ceux de la classe WM. Aussi la circulation totale 
annuelle de ces 3 700 livres de physique etait d'environ 9000, tandis que celle des 
2 200 livres de la classe WM etait de 3 700. 

2. Analvse des livres inactifs 

On peut aussi tirer des indications sur les livres restants de chaque classe qui ne 
circulent pas du tout pendant une annee t donnee. On peut, par exemple, estimer 
le nombre de livres potentiellement actifs d'une classe : ce sont les livres qui 
d'ordinaire circulent , mais qui par hasard n'ont justement pas ete empruntes 
durant 1'annee d'observation, ce qui est inherent au caractere aleatoire de la 
circulation dans le temps.Ces livres potentiellement actifs constituent un sous-
groupe des inactifs. Morse et Chen les distinguent des "remainder or remaining 
books", qu'on pourrait appeler les laisses-pour-compte : ce sont des livres qui 
circulent tres rarement - ouvrages demodes, anachroniques, ou si pointus qu'ils 
ne sont empruntes qu'occasionnellement par des specialistes-. 
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La circulation des livres potentiellement actifs s'inscrit, avec les livres actifs, dans 
un simple processus de Markov, comme nous le verrons au paragraphe 3. Dans 
ce cas, les parametres de Markov a et (3 sont calcules sur les livres actifs de la 
classe. Selon ce modele, il y a une probabilite non nulle pouc qu'un livre qui n'a 
pas circule durant une annee t circule durant les annees suivantes. Inversement, 
une partie des livres qui ont circule durant 1'annee t, ne circulera pas 1'annee 
suivante . Autrement dit, les livres potentiellement actifs d'une annee sont 
susceptibles d'etre les livres actifs de 1'annee suivante. 

De tous les NM(t) livres actifs et potentiellement actifs de 1'annee t, une certaine 
part d'entre eux, Np(t)=NM(t)-Na(t) -les potentiellement actifs-, ne circule pas. 
Durant 1'annee t+1, le nombre Np(t+1) de livres qui ne circuleront pas ne sera pas 
constitue des memes livres qui n'ont pas circule 1'annee t, et d'ex-actifs viendront 
se joindre au groupe des potentiellement actifs; neanmoins le nombre d' inactifs 
Np(t+1) ne differera pas beaucoup de 1'ancienne valeur Np(t). 

Puisque les donnees recueillies, de par leur nature, ne nous permettent pas de 
faire le compte des Np(t)=N(0) livres potentiellement actifs, on doit utiliser un 
procede pour estimer ces valeurs. 

On obtient les valeurs approchees des Np en traitant chaque valeur N(j) 
separement. Morse et Chen supposent que le nombre N(j) de livres qui circulent 
exactement j fois pendant 1'annee t suit un processus de Poisson de moyenne j ; 
on peut alors se demander quelle est la probabilite pour qu'il advienne que des 
livres qui circulent ordinairement j fois ne circulent pas du tout pendant 1'annee t 
; Cette probabilite est e~j ; alors une estimation grossiere du nombre N(j,0) de 
livres qui ont un potentiel de j circulations mais qui n'ont pas circule durant 
1'annee t, est reliee a la valeur N(j) des livres qui ont circule exactement j fois 
1'annee t, par 1'equation 

00 

N(j,0) = N(j)/(ei-l), N(0) = Z N(j,0) = Np(t) 
j=i 

oo (6.8) 

NM(t) = Na(t)+Np(t) = Z[N(j) +NG.O)] 
j-i 

Les valeurs individuelles N(j,0) ne sont pas utilisees; seule la somme Np(t)=N(0) 
est recuperee ;. 

Cette methode qui consiste a faire des estimations separement pour chaque valeur 
de j diminue la contribution a la somme N(0), des livres qui circulent beaucoup. 
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comme cela devrait etre le cas; en effet les livres qui ont une circulation annuelle 
plus faible ont de plus grandes chances de ne pas circuler une annee ou 1'autre 
que les livres ayant une circulation moyenne elevee. 

v 

Dans le tableau 6.2 on peut lire sur la premiere ligne les valeurs de N(j) du 
tableau 6.1. La seconde ligne donne les valeurs correspondantes N(j,0), estimees 
a partir de 1'equation (6.8), ainsi que leur somme N(0)=Np(t), le nombre de livres 
potentiellement actifs de la classe. La somme NM(t)=Na(t)+Np(t)=l 870 est le 
nombre total estime des livres actifs et potentiellement actifs de fa classe WM. Le 
rapport C des actifs sur les actifs plus les potentiellement actifs est un parametre 
utile pour predire la circulation future. 

Tableau 6.2 : Nombre de livres actifs et potentiellement actifs de la classe WM 
[MoKsq-s} 

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1 12 13 14 15 16 S u m 

,V( /) 583 307 209 152 89 49 32 25 12 4 1 1 1 0 1 1 1,467 = X., 
•V( /. 0) 339 48 1 1 3 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 402 = ,\> 

Nort.— \ \ i  = Y„ -  V / (  ri.HTft; C =  \ \ ,  ! \ \ f  = 0.7H5; R„ =  2.52; Ry { =Cf t„  = 1.97. KMim.ued K.t.il n c .u K cinuUion - R a \ a  =  f ^ j \ f  = 

3. Prcvision de la circulation 

La probabilite qu'un ouvrage d'une collection donnee circule n fois pendant 
1'annee t+1, Pn(t+1) est reliee a la probabilite qu'il circule m fois pendant 1'annee 
t par la relation 

00 

Pn(t+l)=Nn(t+l)/NM = X Pm(t) Tnin (6.9) 
m=0 

ou Nn(t+1) est la valeur de N(n) du tableau 6.1 pour 1'annee t+1, et 
00 00 

Tmn= (oc±fim)n e-(a+Pm) ZiTmn=l, ZjTnin=a+Pm 

n! n=0 n=0 

pour les Nm livres actifs et potentiellement actifs d'une classe. 
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Si la distribution de la circulation des NM livres est geometrique, comme c'est le 
cas dans la plupart des collections, Pm(t) est obtenu a partir des Nm(t) de 
Vequation (6.5): 

1 r Nm(t)/NM =C(t)[l-Y(t)][Y(t)]m-1 (sim>0) 

PmW =  1  
(6.10) 

PmW =  1  [(NM-Na)/NM]=1-C(t) (si m=0) 
(6.10) 

ou C(t)=Na(t)/NM est la fraction des livres actifs de la classe pour 1'annee t. 
L'equation (6.9) peut etre utilisee pour calculer la fraction des livres actifs 
C(t+l)=Na(t+l)/NM pour 1'annee t+1, ainsi que leur circulation moyenne 
Ra(t+1); ainsi on a 

RM(t+1) - C(t+1 )Ra(t+1) - aM + |3RM(t) (6.11) 

et 

C(t+1)= 1-P0(t+1) 

00 

= l-P0(t)Too-C(t)(l-Y) E Pm(t) Tm0 (en utilisant (6.9)) 
m=l 

= 1-[1-C(t)] e-« - C(t)(l-Y) e-« Zy™"1 e*"!3 

= (l-e-«) + C(t) e-« [ 1 - 1 - y 1 

(CP-Y) 

Finalement 

C(t+1)= l-e-«[ 1 - C(t) ] (6.11) 
1+J(t) 

avec J(t)= 1 " y(t) 
eP - 1 
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Le parametre y pour les livres actifs et potentiellement actifs de la classe peut etre 
obtenu a 1'aide des donnees du tableau 6.1 et au moyen de 1'equation (6.6). 
C(t)=Na(t)/NM 

V 

Les valeurs des parametres a et (3 pour les livres actifs peuvent etre obtenues des 
donnees concernant les circulations des annees precedentes. L'experimentation 
qui a ete menee a la bibliotheque scientifique du MIT a montre que si la valeur 
moyenne de (3 etait a peu pres la meme pour les livres actifs ou potentiellement 
actifs d'une meme classe, la valeur de a pour les livres potentiellement actifs etait 
petite, proche de zero. En consequence, Morse et Chen ont suggere que les 
valeurs de a et P qu'il fallait utiliser dans les equations (6.11) et (6.12) etaient les 
suivantes: 

afypQO^valeur de aa obtenue a partir des livres actifs) 

P=(valeur de |3 obtenue a partir des livres actifs) 
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V I I  C o n c l u s i o n  

Les modeles de Morse que nous venons d'etudier tiennent compte a la fois de 
1'obsolescence qui affecte les collections et les phenomenes de regain de 
popularite qui peuvent toucher certains livres. Ils permettent de prevoir la 
circulation moyenne a long terme des volumes d'une categorie; le gestionnaire 
d'un fonds documentaire benificie ainsi de precieux indicateurs qui peuvent 
1'aider dans la mise en oeuvre d'une politique efficace d'acquisition ou de 
relegation. 

II faut toutefois examiner egalement les limites de cette technique, si on veut lui 
attribuer sa vraie place dans le management d'une bibliotheque. 

Tout d'abord, la methode ne tient pas compte de la place disponible dans la 
bibliotheque ni de la place necessaire aux ouvrages de differentes categories, qui 
est fonction de leur nombre total mais aussi de leur taux de rotation. 

Le vieillissement materiel des ouvrages, et la necessite de les remplacer lorsqu'ils 
ont ete pretes un certain nombre de fois, ne sont pas pris en compte non plus. II 
s'agit pourtant de donnees aussi indispensables que celles concernant 
1'obsolescence des ouvrages, surtout si 1'on souhaite planifier le nombre 
d'acquisitions. 

Si la methode permet de deceler un manque d'efficacite des acquisitions, elle ne 
permet generalement pas de les orienter, car le cadre statistique necessaire pour 
1'etude est trop large. Des statistiques plus detaillees sont donc indispensables en 
complement. 

Enfin, la methode ne tient pas du tout compte du cout des ouvrages : Vunite de 
base y est le volume. Or ce volume peut etre aussi bien un livre de poche qu'un 
livre d'art 

En fait, il semble que ces reserves illustrent la necessite de combiner plusieurs 
angles d'approche pour la gestion des bibliotheques. La methode de Morse 
constitue un de ces points de vue; elle doit etre completee par d'autres, mais la 
possibilite qu'elle offre d'une prevision tenant compte des phenomenes de 
resurgence aussi bien que de Vobsolescence des ouvrages la rend particulierement 
interessante. Et la relative simplicite de sa mise en oeuvre n'est pas un de ses 
moindres interets. 
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A N N E X E  A  

Generalites sur les processus markoviens 

Soit un processus stochastique prenant les valeurs aleatoires 
(X(to), X(tj), . . ., X(tn)} en une suite d'epreuves successives. Si a la n-ieme 
epreuve correspond l'alea xj, on dira d'un systeme qu'il est a 1'etat xj au temps tn . 
Un tel processus aleatoire d'espace d'etats E et d'intervalle des temps T est un 
processus de Markov d'ordre 1 s'il verifie 1'axiome suivant: 

P[X(tn)=xn /X(t0)=x0, . . . ,X(tn_i)=xn_i] =P[X(tn)=xn /X(tn_ i )=xn_ i ] 

L'axiome de Markov postule que le processus est sans memoire : la connaissance 
de 1'etat du systeme aux instants consecutifs t0, . . . ,tn_i anterieurs a tn apporte 
quant a la connaissance de son etat en tn une certaine information contenue 
entierement dans la connaissance de son etat le plus recent tn_v 

Un tel processus peut etre homogene dans le temps si les probabilites de 
transition ne sont pas affectees par une translation dans le temps. D'autre part, il 
peut etre discret: les changements d'etats (ou "transitions") ne peuvent intervenir 
qu'a des isntants donnes, non aleatoires, et au plus en infinite denombrable. 

Un processus de Markov discret {X0, X \ ,  .  .  .  ,Xn} est appele Chaine de Markov 
dicrete. Dans ce cas 1'axiome de Markov s'ecrit 

P[Xn=xn /X0=x0, Xrxi, . . . , Xn_i =xn_i]=P[Xn=xn /Xn_i =xn_i] 

et 1'axiome d'homogeneite 

P[Xt=y /Xs=x]=P[Xt_s=y /X0=x] V (x,y)e E 

V (s,t)e T 

Si l'on note Px,y=P(Xn=y /Xn_i=x) les probabilites conditionnelles dites de 
transition, la matrice carree P={px y}, ou x,y decrivent 1'espace d'etats E, est 
appelee matrice de transition. P est une matrice stochastique qui possede les 
proprietes suivantes 
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V x,y Px^y-0 

V x, Z Px,y=l 
yeE 

On pourra construire la matrice Pn qui distribue les probabilites pnx,y qu'un 
systeme passe d'un etat x a un etat y en n transitions. 

Que se passe-t-il quand n, le nombre de transitions tend vers 1'infini? La suite pn 

des probabilites de transition tend vers une distribution limite appelee distribution 
stationnaire. Dans la plupart des cas (il y a des exceptions) la probabilite de 
transition d'ordre n, pnx,y ,devient de moins en moins dependante de 1'etat initial 
lorsque n croit. Cela se traduit par Vegalite des lignes de la matrice Pn 


