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A - Méthodologie

Cette premiére partie présente la recherche documentaire
effectuée dans le cadre du DESS d'Informatique Documentaire de
LYON I pour la réalisation de cette note de synthese.

Les différentes étapes suivies et les moyens utilisés
sont exposés ici, en particulier les interrogations des deux bases
de données PASCAL et INSPEC qui ont pu étre faites durant des tra-
vaux pratiques.

l - Le point de départ de l1a recherche documentaire

Le sujet proposé par M.J Baranger du département de
Mathématiques de LYON I était le probléme fortement oscillatoire
(the highly oscillatory problem), sans limitation & priori.

Ce theme ayant été assez peu fréquemment abordé si ce
n'est durant la derniére décade, une limitation dans le temps ne
s'imposait pas.

Les éléments de départ du travail documentaire étaient
les suivants :

- un article de L. Auslander et W.L Miranker [3]
qui permettait de situer le sujet, et trois références bibliographi-
ques de cet article.

. des indications sur quatre articles & rechercher
(nom des auteurs, date de parution supposée, titres de revues).

- des titres de revues de Mathématiques, générales

ou spécialisées en Analyse Numérique ou Calcul Différentiel, qui
pouvaient traiter le sujet, ce sont :



"Numerische Mathematik", revue allemande en langue
anglaise, et les revues américaines

"Siam Journal of Numerical Analyse" et "of Applied
Mathematics™ et "of Mathematical Analysis",
"Mathematics of éomputation",

"Russian Mathematical Surveys" qui présente des

articles russes traduits en anglais, et le "Journal
of Differential Equations".

2 - La Recherche Documentaire

2.1 - La Recherche des références bibliographiques

Elle s' effectua d'abord au travers de la consultation
des sommajres des différentes revues de la bibliothéque du départe-
ment de Mathématiques de LYON I. Ce qui n'apporta pas de références
nouvelles, mais permit de compléter quelques unes de celles qui
avaient été indiquées.

Le titre des articles ne suffisait d'ailleurs pas pour
déterminer leur pertinence, le sujet é&tant plutdét abordé comme un cas
particulier & 1'intérieur des articles, souvent pour préciser que la
méthode proposée était en défaut dans ce cas.

Les autres références furent complétées en consultant
1'index du bulletin signalétique 110 du CNRS qui couvre le domaine
de 1'Analyse Numérique.

L'interrogation des bases de donndes PASCAL et INSPEC
apporta de nouvelles références d'articles, en tout quinze articles
furent sélectionnés. Six d'entre eux furent rejetés au vu de leur
résumé dans le Bulletin Sighalétique 110, soit parce qu'ils n'étaient

bPas en rapport avec le sujet, soit, pour quatre d'entre eux, parce
gu'ils n'étaient disponibles qu'en langue russe.



Une des références trouvées était déja connue, quinze

références hibliographiques furent donc rassemblées a l'issue de la
recherche.

Une étape intéressante fut 1'interrogation des bases de
données, et c'est ce point que nous abordons maintenant.

2.2 - L'interrogation de bases de donndes

Soulignons que ces interrogations ont pris place dans
des exercices de travaux pratiques du DESS, par conséquent il a été
permis de ne tenir compte d'aucune contrainte autre que le temps
limité imparti a chaque éléve, soit environ quinze minutes ce qui
était suffisamment large.

a) Interrogation de la base de données PASCAL

Cette base de données multidisciplinaire est constituée
par le CNRS/Informascience. Elle fut interrogée sur le réseau TRANSPAC
avec le serveur QUESTEL-Télésystémes dont 1l'ordinateur est situé au
Parc International de Valbonne Sophia Antipolis. Le logiciel utilisé
était le logiciel MISTRAL.

Exposons la stratégie adoptée et les équations de
recherches correspondantes :

1°) Retrouver l1l'article de réfdérence [3]
par le champ auteur :

7N

BASE CONNECTEED PABCAL
PROCEDURE. OU ETAPE DL RECHERSHI 4

T/AU MIRANKER+

TERME MULTIEENS MIRANKER®:
Ti MIRANKER G. 5.

TZ MIRANRKER W.

T3 MIRANKER W. L.
SELECTIONNER OU MON 7

T8 T2,T3

*1% ﬁESULTﬁT 13
PROCEDURE, OU ETAPE DE RECHERCHE 2



L'auteur est W.L. Miranker, mais pour obtenir les
documents dont les références ont pu subir une erreur de saisie

le terme W. Miranker est aussi sélectionné.
2°) A partir de la référence de 1l'article, et des

mots-clés qui le --décrivent déterminer ceux qui
vont &tre utilisés.

-4— 1502547 C.PASCAL

NO . BGO-3-0103450 ,

ET :© ALGERRAIC METHODS IN THE STUDY OF STIFF DIFFERENTIAL
EQUATIONS

CC : 110.A.06 o

FD : EGUATION DIFFERENTIELLE? GYSTEME ZQUATIONG ..ol ud.

SINGULIERE: SGLUTION OSCILLATOIRE

Equation différentielle et solution oscillatoire
ont été retenus.

3°) Sélectionner les articles correspondant aux
descriptions suivantes :

équation différentielle
solution oscillatoire

analyse numérique



-

PROCEDURE, QU ETARPL DL RICHEZRGHD &
PSOLUTICGN OSCILLATGIRE

#2#% RESULTAT 238
PRCCEDURE, 0OU ETAPE DI RECHEIROHLD O

TEQUATION DIFFERENTILZLLE

#3# RESULTAT 38561
PROCEDURE, OU ETAPE DE RECHERCHZ 4

72 ET 3

#4% RESULTAT |
PROCEDURE, DU ETAPE DE RECHERUNLE €

PANALYSE NUMERIGUE

#3#% RESULTAT 1603
PROCEDURE, 0OU ETAPE D= i

A
M
[y
1
m
P

%
i

i
't

74 ETS

TERME INCONNU 4 ET5
#G% RESULTAT
PROCEDURE, OU ETAPE DE RECHIRUND G

74 ET 5

#B# RESULTAT _
PROCEDURE, OU ETAPE DE RICHERLHWE <

7..41 ET44 STDR

On peut &tre étonné de ne trouver aucune référence
correspondant a ces trois mots-clés. La conjonction des deux premiers
et du terme calcul numérique n'ayant donné aucun résultat non plus.

Finalement 205 articles ont été sélectionnés avec les

descripteurs : équation différentielle et solution oscillatoire, les
25 plus récents furent édités.



Parmi ces références 4 furent retenues, 5 autres ayant
été rejetées aprés consultation de leur résumé, le taux de pertinence
est donc de 16 % pour cette interrogation.

b) Interrogation de la base de donndes INSPEC

INSPEC est une base de données spécialisée surtout dans
les domaines de la Physique, 1l'Electronique et 1'Automatique, qui
rassemble un million et demi de références depuis 1971.

Le serveur était 1'IRS (Service de Restitution de
1'Information) de 1'Agence Spatiale Européenne, son ordinateur est
installé a Frascati pres de Rome, et relié au réseau Transpac qui
a permis l'acceés a la base a partir du terminal de 1'ENSB.

Le logiciel utilisé était le logiciel QUEST et 1l'inter-
rogation fut faite en anglais.

La stratégie adoptée a été la suivante -

1°) Recherche de l'article [?] par le champ
auteur,.

?. SAU=SNIDER?

i 138 AU-BNIDIRT
? SAUsFLEMMING? .
S z 33 AU=FLEMMINGT

? Cixd (1)4%7

Ce qui ne donna aucun résultat.

W

Précisons que 1'orthographe du nom Fleming était
incorrecte.

2°) Sélectionner les articles indexés par les termes

équation différentielle, oscillation, numérique.

-

SDIFFERENTIAL EIUATIONT

C & 3377 DIFFERENTIAL ZQUATIONY
T BOBCILLAT? _
3 28875 0ZCI_LaTY
7 C4x3
B ZTE 4%3
7 SMUMERICAL?
7 22551 NUMERICALT

ai

T+ C74%8
) Tas
718 oo



Les troncatures furent utilisées pour obtenir
le maximum de descripteurs équivalents aux
précédents.

3°) Sélectionner les références admettant pour
descripteur ; fortement oscillatoire.

7 5 HIGHLY OSCILLATT
S 3 HIGHLY OSCILLAT?

L'étape 2 restitua 22 références dont 18 furent éditées
seulement, le temps d'interrogation alloué au DESS étant écoulé.

L'étape 3 en sélectionna 3 qui furent éditées, mais
aucune ne fut retenue.

Curieusement 1'article [l_] qui porte explicitement
la mention "highly oscillatory" dans son titre fut sélectionné a
1'étape 2 mais pas a la dernieére.

La référence de l'article [6] avait été restituée,
ainsi que celle d'un article disponible en langue russe uniquement,

d'ou cette seconde interrogation permit de découvrir 4 références
nouvelles en rapport avec le sujet. Le taux de pertinence est cette
fois-ci de 17 %,

2.3 - Analyse des résultats

La plupart des articles furent trouvés 3 la bibliotheéque
du département de Mathématiques de LYON I, les autres & celle du
département d'Informatique de Grenoble, et aux centres de documenta-
tion du CNRS et J'EDF a Paris.

La lecture des 15 articles récoltés mit en évidence deux
familles distinctes traitant du sujet posé.



La premiére abordait le probléme de 1'approximation
des solutions fortement oscillatoires de systeémes d'équations diffé-
rentielles, et comprenait les articles de références.

La seconde traitait le probléme des critéres d'oscilla-
tion des solutions de tels systémes sans aborder véritablement le
probléme des fortes oscillations. Elle se composait de cing articles

dont quatre d'entre eux avaient été sélectionnés lors de 1'interroga-
tion de la base PASCAL.

Les résultats obtenus menaient alors a deux développe-
ment du sujet trop différents. La premiére famille d'articles fut
donc seule considérée, les articles étant plus nombreux et permettant
d'obtenir une image assez compléte des recherches et résultats concer-
nant le probleme de 1'approximation des solutions fortement oscilla-
toires de systémes d'éguations différentielles.

3 - Conclusion

L'expérience de cette recherche documentaire a permis
de mesurer la difficulté d'établir une description appropriée du
sujet.

La plupart des articles finalement retenus entrent dans
la classe "Eguations et systémes différentiels" du plan de classement
du Bulletin Signalétique 110, alors que la classe "Interpolation -
Approximation"™ avait parue plus en rapport avec le sujet traité ici
au début de la recherche. Mais s'il faut bien entendu essayer de
trouver la meilleure stratégie possible, c'est-a-dire les descripteurs
et les équations les plus appropriés au théme de la recherche en lui-
méme, la simple adéquation au sujet ne suffit pas devant 1'indexation
des documents.
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L'interrogation des bases de données qui a été exposée
ici, met bien en évidence le prohléme d'interprétation que 1'on
rencontre.

Ayant sélectionné des références bibliographiques sur
chacune des deux bases avec pratiquement la méme stratégie et les
mémes équations, les articles restitués furent fort différents. La
base PASCAL a donné des références d'articles orientés vers des cri-

téres d'oscillation, alors que la base INSPEC a donné des articles
concernant le probléme d'approximation traité dans les articles de
références. Pourtant c'était précisément un de ces articles qui a

servi au choix des mots-clés pour 1l'interrogation de la base PASCAL.

I1 faut donc avoir une bonne connaissance de la basge

augquel on a acces, connalitre sa personnalité en quelque sorte.

Pour finir, remarquons qu'il n'existe pas actuellement
de base de données spécialisée en Mathématiques. Ce domaine est tout
de méme couvert en grande partie par des bases comme celles qui furent
consultées, méme si elle sont plutdt spécialisédes en Biologie,
Physique ou Chimie pour les domaines scientifiques de PASCAL ou en
Physique, Electronique et Automatique pour INSPEC.

Ceci est a regretter car les facilités apportées par
ces moyens informatiques a la recherche bibliographique, sont fort
appréciables, méme s'ils sont délicats a utiliser pour les raisons
qui viennent d'é@tre exposées, et si l1l'ont peut regretter le manque
d'actualité des fonds d0 au délai nécessaire a 1'indexation des
documents et qui retarde de plusieurs mois l'accés a leurs références
par les bases de données.
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B - Méthodes d'approximation
des solutions fortement oscillatoires

d'équations différentielles

Cette derniére partie est le résultat de la recherche
documentaire qui vient d'@&tre décrite. Elle présente les différentes
méthodes d'approximation adaptées au probléeme fortement oscillatoire

qui sont exposdées dans les articles rassemblés.

1 - Introduction

Depuis surtout une dizaine d'annédes le probléme des
fortes oscillations a attiré 1l'attention des scientifiques. En effet

les modéles mathématiques utilisés en Chimie pour les situations
physiques rencontrées dans les réactions cinétiques, ou dans la
théorie des circuits électriques E9:] par exemple, engendrent
souvent des systémes d'équations différentielles ordinaires dont les
solutions sont fortement oscillatoires.

Le probléme modéle peut se présenter comme le probléme
a valeur initiale suivant :

(1)

x' = £ (t, x), X (to) = X,

ol le jacobien associé admet au moins une valeur propre dont la

partie imaginaire est trés grande.

t variant dans un intervalle fermé de IR contenant ty o
X et f prenant leurs valeurs dans des espaces de la forue IKn ou IK

est le corps des réels ou celui des complexes.

Remarquons que ce probléeme est souvent traité conjoin-
tement avec celui dit raide, ou le jacobien posséde au moins une
valeur propre dont la partie réelle est importante et négative.
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Les difficultés que l1l'on rencontre pour approcher les
solutions de problémes de ce type proviennent du fait gu'elles subis-
sent de brusqdes variations. Mais si le probléme raide traite d‘'une
variation importante dans un intervalle de temps court, le probléeme
fortement oscillatoire considére des solutions ayant une fréquence
élevée et qui dans un petit intervalle de temps possédent de tres

nombreuses variations.

I1 en découle que les méthodes numériques classiques,
algorithmes de Runge-Kutta par exemple, ne sont pas efficaces. Le
pas d'intégration doit &tre extr@mement petit pour obtenir des résul-
tats corrects, le temps de calcul est alors long donc cofiteux, et
finalement la variation elle-m@me peut &tre complétement masquée par
des difficultés numériques comme les erreurs d'arrondi ou 1'instabi-
l1ité de la méthode, dés que 1l'on cherche a intégrer la solution sur
un intervalle raisonnable.

On peut distinguer deux types de méthodes proposées pour

pallier a ces inconvénients. : les méthodes multipas [: :l [?:] ’
Es] R Elo_—_l , et d'autres méthodes utilisant aussi des pro-
cessus de moyenne [: ainsi que des résultats de la théorie asym-

ptotique [3 E4:| s E5 :l R [7] , EQ]

2 - Méthodes multipas

Ces méthodes sont celles qui définissent les approxima-

tionsg X, des valeurs Xx (to + mh) de la solution du probleéme
modéle (1) par une relation de la forme :

= ' !
Xpel *RpXp * eee T A Xp =R (/80 n+l 161 +/3kx“"’1"k )
pour n = k-1, k, ... (2)

~

ol xg = £ ( t + mh, x ) = f ( tos Xp )

tm = to + mh



Une fols les k valeurs initiales xo, xl, PR Xk-l

connues, on peut obtenir successivement toutes les approximations

X, (m 2 k) désirées.

I1 existe de nombreuses méthodes numériques utilisables
pour 1'intégration pas par pas d'équations différentielles ordinaires.
On s'apergoit que peu d'entre elles utilisent les propriétés spéciales
de la solution qui peuveﬁt étre connues au prédalable, comme dans le
cas de solutions oscillatoires ou les fréquences ou un substitut
adéquat peuvent &tre connus.

Dans cet esprit D.G Bettis présente des algorithmes de
Runge-Kutta modifiés de fagon a ce que certaines solutions oscilla-

toires soient calculées sans erreur de troncature I:Z J .

L*'auteur considére 1'oscillateur harmonique simple

eiwt, solution de 1'équation :

x' = iwx, x(0) =1 (3)

et la formule de Runge-Kutta de niveau p + 2 suivant

om) 2 e v on? e, £
x(h) =1 + (iwh) c, + (iwh c 4
é) k k-1 ¥ j=o’g“ii

‘p+1 k-1

j-1
R 3
+ (iwh) é_lck jéﬁﬂkj é(’)ﬂjl 4 eene @)

Reprenant le principe des algorithmes de Runge-Kutta

qui est d'obtenir une approximation de la solution équivalente & une
série de Taylor de cette solution, les coefficients des puissances
(iwh)k dans l'expression (4) sont identifiés

£k

a 1/k! + oo pour o £p
cea M= ke B CDIC W3 pour ptl £ k & P+2
3-1

(k+2j)
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Les coefficients ¢, et 53 Kj sont alors déterminés par
le systéme qui découle de ces conditions.

En illustration, les coefficients sont calculés pour
des niveaux trois et quatre.

Ces algorithmes qui permettent de résoudre exactement
1'équation (3) se sont montrés efficaces lors d'expériences numéri-
ques pour la classe des équations différentielles qui possédent des
éléments fortement oscillatoires dus a des valeurs propres dont 1la
partie réelle est petite. A

Adoptant le méme point de vue d'une démarche dépendant
du systeme abordé et de sa solution, W.L Miranker et G. Wahba dé-
crivent une méthode originale utilisant un processus de prise de
moyenne (averaging) tout en conservant une forme multipas [(5] .

L'idée exposée consiste d remplacer les fonctionnelles
par points qu'utilise habituellement 1'Analyse Numérique par des
fonctionnelles stables des solutions fortement oscillatoires d'équa-
tions différentielles, dans une méthode multipas (2).

Considérant 1'équation différentielle du second degré :

x" + 52 x = )2 sin t
sa solution qui est

x(t) = a sin Xt + sin t / (1 4+ 1/2\%)

remplit pratiquement tout 1'espace, il apparait donc que vouloir
approcher la valeur de cette fonction a un point donné est un pro-
bleme mal posé, ou plutdt mal conditionné ou instable.

Revenant au probléme modéle (1) le principe de leur
méthode consiste & rechercher deux fonctionnelles :

1°) 1'une correspondant a X, (i.e est une descrip-
tion acceptable de la solution)

et que 1'on recherche aux points ty de la
subdivision
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2°) une autre correspondant a
X' o= f (%, t,) (i.e qui exprime les

contraintes sur la solution) et que 1'on peut
calculer aux points tk

L'appliquant & 1'équation scalaire

x" + h® x = f (t, x), x (0) = xg

~

ou X et f sont scalaires
et t & [-—hA,T]

Les fonctionnelles choisies sont ¢

-

+00
1°) y(t) =f k(t=s) x(s) ds
oo

1 1 si 0O<z < A
ou k(z) = ———
A 0 sinon
qui est la moyenne de la solution x considérée
sur 1'intervalle E-A ’ t:]
20)  z(t) = ( a%/dt? + D2 ) x(t) = £(t,x(t))

L'expression de 1a formule multipas obtenue est alors :

r S
2
Yoo Z ¢ Yoy +h 4{- d; fhi
i=1 i=0

les notations étant :

Yo = x (£ )

h
il

4 (tn)

Des conditions sont définies sur les coefficients

pour établir la stabilité de 1a méthode, et six exemples de calcul
des coefficients sont donnés.



- 16 -

Ils dépendent du parametre )@ i.e du probléme, ce
gqui correspond au point de vue adopté. Cela peut paraitre plus
restrictif, mais la dépendance dans la méthode exposée n'apparait
que dans la détermination des coefficients et 1'analyse de 1l'erreur,
alors que dans les cas classiques cela entre dans 1'analyse de
l'erreur et aussi 1'utilisation de la méthode du fait de 1'approche

de x' ~par f (tn, xn).

Cependant le choix des fonctionnelles reste trés large

et ne peut étre caractérisé davantage que cela a pu étre fait.

Se plagant dans le cas ou les fréquences sont connues,
Gautschi [lO] s Snider et Fleming [ 8:] présentent deux méthodes
utilisant ce facteur et qui sont fort différentes.

Gautschi a proposé en 1961 un algorithme exact pour
des polyndmes algébriques ou trigonométriques jusqu'a un degré
défini par le type de polyn®dme.

Considérant le probléme modéle (1) pour une fonction f
continument dérivable, 1‘'auteur démontre 1'existence de 2 méthodes
multipas triconométriques d'ordre p cf (2) dont les coefficients
%3 dépendent du paramétre v = 2 ¥ h/T, ceci pour v suffisamment
petit.

L'une nécessitant 2 p valeurs initiales et telle que
/%)= 0 , l'autre admettant seulement 2 p - 1 valeurs initiales.

Les coefficients sont déterminés de fagon a ce que la
fonctionnelle linéaire associée a la méthode par :

L(x)

Kk .
55% OG x(t, + (n+l-k)h) - Hﬁk x'(t, + (n+l-k)h)
10)

et “o

vérifie : V re {l,2,...,p} L(cos(2xrt/T) = L(sin(2xrt/T) = 0O

ou T est la fréquence de la solution gque 1'on cherche a approcher.



En application, ces coefficients sont déterminés pour
les méthodes d'interpolation d'Adam, et de Stormer dans le cas par-
ticulier d'une équation différentielle du second degré. Des exemples
numériques montrent 1'intérét de cette méthode, mais 1'inconvénient

ma jeur reste la connaissance ou 1'estimation de la fréquence des
solutions.

Ces méthodes se raménent aux méthodes classiques
d'interpolation algébrique d'ordre 2p lorsque T —>» + oo , les
probléemes de fiabilité se posent donc surtout quand on sous-estime

la période T.

La condition nécessaire qui est que ( 29¢ h/T) soit

suffisamment petit, oblige le pas d'intégration h & &tre relative-
ment petit dans le cas qui nous intéresse, ce qui nécessite un

nombre de points de données X (tO + m h) = x_ important.

m
C'est précisément ce dernier inconvénient que Snider

et Fleming ont essayé d'éliminer [:8'] .

Ils abordent ce probleme dans le cas de 1l'analyse de
Fourier d'une fonction périodique f, et proposent une réduction
notable des points de données nécessaire lorsque f est la somme
d'une fonction réguliere et de quelques harmoniques a hautes fré-
quences connues, pour le calcul du n:ieme coefficient de Fourier

de la fonction f.

La méthode repose sur la substitution (aliasing) de
fréquences moins élevées aux hautes fréquences connues des quelques
harmoniques contenus dans f.

Les auteurs procédent de la fagon suivante. Supposant
que f ait une période de 2 jr ‘et soit de la forme -

p,.
f(t) = n(t) + ;é% c, €0s R .t + d_ sin Rt
ou : m=
+ 0o
h(t) = a'/2 + EE a' cos rt + b! sin rt
0 &5 r r
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et qu'il existe une constante L vérifiant :

Vme {l,2,...p] Rm> L

Yr> L a' , b' sont négligeables.
r r
On choisi alors un entier N , Rij> N , tel que toutes les fonctions
trigonométriques associées aux frégquences r = o, 1, .. L -1,
Rl s e Rp soient orthogonales entre elles.

Ceci impliquant qu'on ait = N>L+p

Remarguant que la fonction cos(zq N+ r) t, par

exemple, prend les mémes valeurs que €OSr t aux points

t, =k 294/ 2N ,k=o0, ... 2N, toute fonction cosRmt peut

alors étre remplacée par cosrmt pour un certain L tel que

n & N (en méme temps qu'elle varie plus vite entre deux de ces

points).

En illustration, si f contient trois harmoniques de
fréquences respectives 177, 589 et 1 000, pour évaluer 1'amplitude

de ces harmoniques les méthodes classiques auralent nécessité au

moins 2 00l points donnés, les auteurs obtiennent le résultat cherché
avec N = 52, soit 105 points donnés. L'erreur obtenue est de l'ordre
et b’

des premiers termes 1 qui ont été négligés.

1 ]
a'L + 1 L +

En application, ils considérent le systéme -

y' = =Dy + g(y,t) (5)

ou D est une matrice constante et g une fonction oscillatoire
(ou variant faiblement).

En utilisant 1'approximation g, de g par une inter-

polation trigonométrique (polynomiale) d'ordre Xk et un facteur

d'intégration, la solution du systéme (5) est estimée par :

y = exp (-bh) v, + exp (-Dx

n+l n+l

X
)f n+l exp (Dx) gk(X) dx
X

n
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qui peut étre évaluée explicitement, et ge pré@ter aux calculs
exposés plus haut.

Ceci parafit tout a fait adapté a un probléme fortement
ogcillatoire. I1 faut cependant que les fréquences utilisées dans
% soient entiéres ou au moins rationnelles, et cette méthode n'est
pas automatique a démarrer.

Comme on 1'a vu un point important est 1le choix de N,
malheureusement aucune solution simple n'est apportée : 1les auteurs
proposent un algorithme basé sur un processus d'essai-correction

donnant la meilleure estimation de N.

Autre inconvénient de cette méthode, son efficacité
repose précisément sur la prévision des fréquences qui seront impor-

tantes, celles-ci ne devant pas &tre trop nombreuses.

Considérant cette fois le probléme modele (1) sous des
conditions générales (to = o) , S.0 Fatunla traite conjointement
les problémes raides et fortement oscillatoires.

I1 propose deux formules numériques d'intégration a
un pas et d'ordre quatre qui possédent les caractéristiques adéquates

de stabilité et de convergence pour convenir & ces deux cas.

Les formules proposées sont du type :

X X + R f (tn , xn) + 8 £ (tn, xn)

n+ 1 *n

et sont obtenues a partir de chacune des deux fonctions d'interpo-

lation :

?Qt) = (1 - eIZt A - (1 - éﬁft )B + C
A, B, C étant des vecteurs de IR" _

) = (1 -ty (1-eP )a.n

m
A, B sont des vecteurs de €
O JQ! étant des matrices diaconales oscillatoires ou raides.
s



Les parameétres R et S sont calculés en fonction des
trois premieres dérivées de f , 1'auteur indique la procédure

nécessaire pour les déterminer ainsi qu'une estimation de 1‘'erreur
pour chacune de ces formules explicites, qui s'averent donc étre

d'ordre qguatre.

Six exemples numériques qui comparent les deux
méthodes avec en particulier celles de C.W Gear et J.D Lambert
(qui s'adressent au probléme raide surtout) montrent qu'elles parais-

sent intéressantes dans le cas que nous traitons ici.

En effet elles demandent un pas d'une taille ccrrecte-
ment grande et gardent un bon degré de précision, il est d'ailleurs
possihle de varier la taille du pas dans le cas d'un seuil de tolérance

imposé & 1'erreur asymptotique.

Le principal ‘inconvénient reste la nécessité de

générer des dérivées d'ordre supérieur.

3 - Méthodes utilisant la théorie asymptotigue

Les méthodes décrites dans cette partie correspondent

au probléme a valeursinitiales :
€ dx/dt = A(t,€)x + I(t,€) +£& G(L,x,E),

x(0) denné.
ou g est un paramétre réel petit.

Lorsque & est proche de zéro, la solution de cette
équation est fortement oscillatoire, et c'est ce facteur qui est
exploité dans les articles qui vont é&tre présentés, ol la solution
est recherchée sous la forme :

n
X = X + eee
o * £ x 1 £ Xp

pour un certain entier n.



Les méthodes proposées utilisent aussi des processus
de moyenne qui permettent d'essayer d'approcher la solution A un
instant quelconque. Exceptée celle développée par A. Nadeau,
J. Guyard et M.R Feix dans le cadre du calcul de la solution d'un
oscillateur harmonique faiblement perturbé qui ont précisément &ludé

les problemes analytiques que ces moyens soulévent en recouvrant a
un plan numérique [7 ] .

Ils traitent de la solution de 1'équation :

X"+ x= £ f (t, x, x')
ou £ est un petit paramétre réel.

dans le cas ou la déviation par rapport a celle de 1'équation

X" + x = 0O est importante.

Leur méthode dite a pas géant ou algébro-numérique
utilise le traitement de perturbation de Poisson gui permet d'obte-

nir la solution sous la forme :

- 2 B
X =X, +t & x + £7 X, + ... (6)
En identifiant les termes de méme puissance en & , on

résoud successivement les équations :

X " 4+ X

(o] o) ©

X"+ Xy = f (t, Xgs XY )

Le point principal étant que les conditions initiales

a t0= O par exemple sont absorhées par la solution d'ordre zéro Xo ¢

X, (0) = x (o) et x,(0) =0 si n#o

x'o (o) = x'( et x' (o) = osi n#o

o)
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Ce traitement est combiné avec un processus de réinitia-
lisation qui consiste & choisir un pas de temps H tel que H & 1

et a construi re un nouvel ensemble de fonctions Xo ’ xl » X sece
cee n
en posant XO ( H) = X ( H) et X'O ( H) = X' ( ).

Composant ainsi une nouvelle série de perturbation

a déterminer avec le procédé décrit plus haut.

L'ordre des séries ainsi construites correspond a la

précision voulue pour 1'approximation de la solution.

Ceci permet de traiter les termes non bornés a 1'infini
contenus dans les séries issues de (6) d'une facon numérique, sans
avoir a résoudre numériquement X" + X = O cCe qui obligerait a
choisir un pas de temps h.«Z1l. Cn peut donc ainsi mener le travail
analytique a des ordres élevés tout en conservant un pas d'intégra-
tion a une valeur relativement grande, comparativement a une méthode

purement numérique.

Un avantage est qu'en variant le pas géant H 13
convergence des résultats est contrflée, cependant ce dernier est
1ié & 1'ordre de perturbation des séries construites et par conséquent
si on veut 1'augmenter il faut trouver un compromis entre sa taille

et la complexité des calculs algébriques.

Cependant il est fondamental que la chaine d'équations
soit résolue ce gui implique pour la fonction f ou d'avoir une
expression simple ou de se développer en une série simple. Cette
méthode est testée sur 1'éauation de Mathieu, pour des équations
plus complexes il faudrait sans doute recourir & des langages de
manipulation de formule (cf. FORMAC).

Cette méthode se présente comme un intermédiaire entre
les algorithmes purement numériques et purement analytiques, desquels

elle différe essentiellement par son processus de réinitialisation.



Nous ahordons maintenant une série d'articles qui
ahordent le probleme fortement oscillatoire avec des moyens analy-
tigues utilisant eux des résultats de perturbations et des méthodes
multitemps semblables & la méthcde de moyenne de Bogoliuboff .

F. Hoppensteadt et W.L Miranker [9] abordent au
travers des modeles de circuits contenant des transistors et des
diodes des équations différentielles dont les solutions comportent
des éléments fortement oscillatoires, et considérent le probléme

modele @

Edx/dt = ( A + £ B ) x (7)

out e L—O,Tj‘ et £ est un petit paramétre.
A et B étant deux matrices carrdes n X n et x un vecteur de IK".

Par le changement de variable : r=£t

le systeme (1) est ramené au systéme

du/de = (A + € B) u

+00 r
avec 4, = ﬁ a., E, Te [U,T/g] comme conditions initiales,

r=0
la solution étant recherchée sous la forme g4 = < u_(t,e) er.
r=0 "

La notion d'approximation numérique usuelle ne peut
s'appliquer au cas fortement oscillatoire, puisque les trajectoires
des solutions ne sont pas décrites correctement par un ensemble de

points admettant ses valeurs a un certain Pas de temps,

Les auteurs définissent une autre notion d'approximation;
pour £ > o et & >0 donnés U (t) est une approximation numérique
selon (&, 8) si :

3Te el e 5 et Ju) -u)] g £
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IL.e schéma suivant donne un exemple d'une telle

approximation ¢

Uct)

/ w(x)

-’

u(t)

D'aprés cette définition et sous 1'hypothése notamment

aue A est diagonale qui permet d'établir 1'existence de la moyenne

II‘
-— . 1 S | .
B = lim = (s) A (s) ds
Te—>» + 00 T f() ? V

ou 50 est la solution de 1'équation :

d/dr = AQ 50(0) =1 (8)
l'algorithme de résolution suivant est proposé

1°) résoudre 1'équation (2) avec une méthode

numérique automatique de pas h.

2°) calculer B avec la formule de quadrature

N
1 -1,.. . .
= — c (jh) A @(jh)
N ﬁé%— h Cf ﬁp
N est déterminé par la précision choisie pour

l'estimation de B et gp (jh) est 1a valeur de

la fonction ¥ définie précédemment au point jh

o]

de 1la subdivision utilisée alors.
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3°) résoudre avec une méthode numérique automatique

1'éqguation

~ _ i v -
dvo/ dt = B Voo vo(O) a

4°) calculer 1'approximation (au sens précisé plus
haut)

uo(t.',Nh) = P(Nh) V(L)

de la solution du probléme modéle (7) au point t'.

Ce résultat peut &tre amélioré en additionnant a 3;(%&,
avant la multiplication par 9p (Nk) dans 1'étape 4, le terme
£ vy (t's t'/ &€ ) défini par les équations :

vi(e) = V(1) - €8 - [ B(s) ds Y (t)

~ -_—~ -
dvl/dt = B v, + Rl(t)

ou ﬁ'](t,) = ( —ﬁ(o —P-E ) vo(t)

La figure ci-dessous schématise ces calculs.

w(t)

L)
u, (t’) t,/5)

P tre)

@) ¥ (t)

Reprenant des méthodes similaires, F C Hoppensteadt [ES]
établit une description asymptotigue des solutions du systéme faible-

ment lindaire ;
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dx/de

"

EF(i:,t,x,y,&), x(0) =§(£)
{(9)
dy/dt

A(f)Y+£G(t‘st,X,Y’£)a -Y(O) =?(£)
ou t-gt efo,r]
La matrice fondamentale 90 est cette fois définie par
1'équation :
d@/dt = A(E) ¢ , ¢ (0) =1
Les fonctions F et G sont décomposées chacune en 13

somme d'une fonction dépendant du parametre £ et d'une fonction

indépendante de €., ces dernieres fonctions étant notées respective-
ment F0 et G

Elles vérifient que les limites

T
-1
QG (t,x,Qy) = lim ——JO Q? (s) QGo(s,t,x,?(S) Qy) ds

'[‘-,+oo
1 iy
et F (t X,Qy) = lim —Trj‘ Fo(s,t,x,ep(s)Qy) ds
T..9+00 O

existent, et sous certaines conditions de régularité de toutes ces
données, l'existence d'une solution unique au probléme (9) est

démontrée. Et 1'on a :

x(e, €) = x (t) + 0(2)
Py(£,€) = P@(£) P) + 0(&)
(e, £) = Q(r) Qy (t) + 0(g )

Sous 1'hypothese que Xq existe et est la solution

unique de 1'équation ;

ax,/dt = F (&, x_, Qv,)y %, (0) = g (o)

te[o, ]
et que Yo existe et est 1'unique solution de =

(dsdt) gy, = QG (t, Qy )

té[o, TJ Qy,, (o)—Q?(o ’
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P et Q sont deux projecteurs de 1'espace considéré ,
P sélectionnant dans ¢ (r) les modes qui dégénérent rapidement et Q
ceux qui sont oscillatoires.

Tout naturellement, le cas oscillatoire est celui ou
Q=1 et P = o0, et le résultat précédent prend 1a forme :

I

x (r, g)
y (r, £)

x, (£) + 0(&)

¢ () [yo (t) + o(é-)]

La caractéristique majeure de cette approximation est

le fait que le facteur 9ﬂ(t) peut &tre retiré du terme de 1'erreur

o(g ).

Cette derniére propriété est exploitde par L. Auslander
et W.L Miranker, dans le cas du systéme linéaire (7), pour déterminer
la moyenne B au moyen de constructions algébriques inspirées de la
théorie des groupes de Lie [3] .

Considérant le probléme (7) lorsque A est une matrice
oscillatoire (i.e semblable a une matrice diagonale dont toutes les
valeurs propres sont imaginaires), sa solution admet 1a représentation
asymptotique suivante :

At/ + Bt _ _Ate _ B

x (t) = e e t(l+()(5))

Cette représentation est de la méme forme qu'en [E{J

pour le cas oscillatoire.

Etant donnés les deux opérateurs ad et Ad définis
par :

E€Gl(n), X€E(n) : ad(g)(X) = ng—l

X,Yek(n) : Adx)(¥) = [ x,¥] = xy - vx
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ou E (n) est 1l'ensemble des matrices carrées d'ordre n

a coefficients dans IK et GL(n) est le groupe des matrices inversibles
de E (n).

Alors B = lim J%T ad (exp (tA))B dt
T—+00

et si S est le sous-espace engendré par 1'intégrant,
S admet une bhase VO, Viseoo Vy de la forme :

VO:B

V, =
R Ad (A) VR—l
C'est-a-dire que S est le sous-espace cyclique engen-
dré par Ad (A) et le vecteur B.
N

Et si V = 22:. a: V., , B est déterminé par 1la
N + 1 ico

valeur du coefficient ag de B :

. Si aj # o alors B

H
o}

. Si aj = o, il existe un vecteur W unique, a 1la

multiplication par un scalaire preés, et non nul qui
vérifie :

Ad (A) (W) = o

N
ou W = 2{_ by V,
i=o

1
0]

B = -

o=

En fait, B est la projection de B sur Ker Ad (A) paral-
lelement & Im Ad (A).

Cette méthode est appliquée au systeme canonique
mécanique s

De plus une méthode de préconditionnement de A, qui

consiste a la bloc-diagonaliser, est présentée, permettant de déter-
miner B facilement d'aprés le résultat qui a été établi.



Un autre développement de 1l'article [:5 ] , est la
méthode des enveloppes de M. Van Veldhuizen et W.L Miranker [:4 J
qui aborde le probléme non lindaire défini par 1'équation différen-

tielle :

dx/dt = A x/g + g (t,x) , x (o) = x_ (10)

(o]

ou A = (o —l)._, § étant toujours un petit
1 o

paramétre positif, te [o,TJ

Ce systéme est trés représentatif du cas fortement
oscillatoire traité dans ce troisiéme chapitre puisque sa solution
admet de 1l'ordre de 2%/ g oscillations par unité de temps.

Cette méthode est trés lide et généralise plusieurs des

attaqgues au probleme de calcul qui nous intéresse ici.

La solution est recherchée sous la forme d'une série
de Fourier :

u(t,e) = ‘Zi: eipt up(t)

pe Z
aprés qu'une premiére transformation analogue aux précédentes ait

introduit la variable de temps lente T
ipt

Les fonctions en® , e sont appelées porteuses

(carriers) et les coefficients up, fonctions de t, enveloppes.

Le plan de calcul adopté consiste & déterminer des

approximations numériques a un nombre fini de ces enveloppes.

Pour cela les termes up sont définis par la résolution
d'un systeme d'équations du type : dy/dt + By/¢ = £ (t) (1)

et les auteurs introduisent la notion de solution réguliére d'ordre
K, ¥y d'une telle équation :

v = 87l - 2872 o0 s L s(cK gkt prlkel) (k)



Yy n'est pas en général une solution de 1'équation (11) cependant

c'est une valeur approchée a O ( gﬁ + 2y prés de la solution de cette
équation. Les enveloppes sont estimées en utilisant cette propriété.

Ensuite une méthode de démarrage automatique, qui
revient a la discrétisation des équations définissant les enveloppes,
combinée a une méthode multipas permettent d'obtenir une approximation

de la solution x (t) du systéme (10) de 1a forme :

L (t/g) Z e IPLE u:;(t)

Iplgd

La fonction 9’ étant définie comme dans 1‘'article [:9]

par 1l'éaquation (8).

Deux algorithmes sont décrits pour générer les envelop-
pes, et 1'unicité de la solution obtenue par ce plan de calcul est
démwontrée avec celle de chacun des termes ug dérivant des enveloppes

up.

L'analyse de 1l'erreur donne une estimation de 1'erreur
locale ou globale dépendant de £, du pas d'intégration adopté, de
l'erreur due aux transformations et d'autres parametres, ainsi qu'un
résultat de superconvergence et de stabilité par rapport aux pertur-
bations des données initiales. Ceci sans réduire le rapport £ /h, et
en le faisant on peut obtenir des caractéristiques de stabilité par

rapport aux erreurs d'arrondi.

Sur 1l'exemple non linéaire simple i

d2

z/dt2 + z/ 52 = e-t/az €30
z (0) = 1+ 171 +§& 2

z' (0) = - 1/1 +g. 2

les calculs vérifient 1a Plupart des comportements théoriques prévus.
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Un des mérites principaux de cette méthode parait étre
la précision pour le probléme non lindaire, mais la complexité de 1la
démarche a sui&re est sans doute un handicap pour les applications
pratiques d'une telle méthode.

3 - Conclusion

Les méthodes qui viennent d'&tre décrites sont assez
variées, comme on aura pu le constater. En effet le prcbléme posé
Par les fortes oscillations des fonctions que 1'on cherche 3 appro-
cher est fort complexe : il s'agit de trouver un équilibre ertre une
précision correcte de la méthode d'approximation, un colt de calcul
acceptable donc un pas d'intégration relativement large, et des
hypotheses de départ ne restreignant pas trop le probléme traité.

Le principal inconvénient des méthodes numériques clas-
sique est précisément la nécessité de choisir un pas tres petit pour
obtenir une précision correcte, d'ou des calculs coliteux et 1'accumu-
lation d'erreurs d'arrondi ou dues a 1'instabilité de 1la méthode, et

le nombre élevé de points de données.

Chacune des méthodes exposées essaie de prévenir ces
difficultés, mais en suscite d'autres : la nécessité de calculer des
dérivées d'ordre supérieur [1”] » la connaissance au préalable des
fréquences des solutions du systéme considéré []x>] » avec éventuel-
lement des restrictions sur ces fréquences (au moins rationnelles)

[8] » Ou la connaissance de 1a solution elle-méme [2] et [6] .

Elles présentent aussi souvent une partie délicate dans
l'analyse du probleme comme c'est le cas pour le choix du N optimal
dans l1l'article [8 ] » le choix des fonctionnelles adéquates [ 6 ] ’
ou 1'estimation des fréquences [10_] et [_8] .



Les plans numériques développés d'aprés la théorie
asymptotique, paraissent intéressants dans la mesure ol ils traitent
d'une classe éénérale de prohlémes fortement oscillatoires, mais ils
recourent parfois a un nombre important de transformations rendant
complexe leur utilisation [j4 ] . L'article [7:} présente néanmoins
une méthode qui évite ce cenre de difficultés en ne recherchant pas
a ohtenir une approximation & un moment quelconque, mals elle res-
treint son domaine d'application-a des problemes relativement simples.

Le choix des méthodes a utiliser est donc dicté par les
caractéristiques du probléme 3 traiter et les priorités accorddes &
la précision ou le colt des calculs. On doit cependant regretter que
la majorité des méthodes proposées n'ait pas été véritablement testée
pour des problemes oscillatoires variéds, et n'ont donc pas pu encore
faire leurs preuves numériques.
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